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Citate

'K:g Exista intrebari pe care ni le punem nu pentru a da un raspuns, ci
pentru a auzi Intrebarea.
Octavian Paler

'K:g Am avut norocul sa aflu ca dragostea este unicul adevar important si

absolut, intr-o viatd care nu ne da decat daruri relative. Si n-am fost
ipocrit. Am iubit i eu.
Octavian Paler

'K:g Exista infrangeri care nu coboard, ci Tnalta.
Octavian Paler

3:1' Eternitatea nu poate fi smulsa zeilor decat clipa de clipa.
Octavian Paler

ﬁ Omul are impresia cd vorbeste cu lumea intreaga la calculator.El e de
fapt singur.

Octavian Paler
3:1' Eu nu consider modestia o virtute. O invoca, in genere, indivizii cu
insusiri mediocre pentru a lasa impresia ca mediocritatea tine loc de

modestie, nu de lipsa lor de calitati.
Octavian Paler

'K:g Nu existd pustiu, ci doar incapacitatea noastra de a umple golul in
care traim.
Octavian Paler

'K:g Cred ca n-am fost fericit decat in clipa n care am putut spune si eu,

ca orice om, ca am iubit. Nu ca scriitor am fost fericit, si nici ca gazetar.
Octavian Paler

ﬁ Ceea ce nu trdim la timp nu mai trdim niciodata.
Octavian Paler

'K:g Am 1invitat ca indiferent cat de bun iti este un prieten, oricum te va
rani din cand in cand... lar tu trebuie sa-l ierti pentru asta.
Octavian Paler

{l} Nimic durabil nu se poate Intemeia pe indiferent.
Octavian Paler



Abordari geometrice ale unor probleme cu numere

complexe
Steluta si Mihai Monea — Deva

Acest articol are un caracter metodic. Scopul sau este de a pune in
evidenta aspectele geometrice ale numerelor complexe chiar si in situatii
in care problemele au atat ipoteza cat si concluzia cu continut algebric.
Sunt Tnsa necesare cateva notiuni teoretice pentru inceput.
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. .
Doua numere complexe vor fi utile. Este vorba de ¢ = 3 + 17 ,

. NP . s 1 .3 .
una dintre radacinile de ordinul 3 ale unitdtii si @ :E+ 17 , una dintre

radacinile de ordinul 6 ale unitatii. Printre proprietatile cunoscute
reamintim &’ =1, &’ +¢+1=0 sau @' =-1, @’ -0 +1=0 si @’ =¢.
De asemenea consideram cunoscute formulele uzuale cu continut
geometric cum ar fi distanta dintre doud puncte, afixul mijlocului unui
segment sau conditia ca 4 puncte sd formeze un paralelogram. Apoi
enumerdm, fard demonstratie cateva dintre formulele in care intervin
punctele importante ale unui triunghi grupate in:

Propozitia 1: Fie AABC , in care notdim cu G centrul de
greutate, H ortocentrul, iar Q centrul cercului circumscris. Notdnd cu
a,b,c,g,h,q afixele corespunzitoare atunci au rol relatiile:

a) a+b+c=3g;

b) h+2g=3g;

c)a+b+c=2qg+h

d) Triunghiul 4ABC (notat in sens trigonometric) este echilateral
dacd si numai dacid b=as,c=as’. M

Cu aceastd introducere vom pune in evidenta doud rezultate
cunoscute, care vor fi deosebit de utile in demersul nostru ulterior, cu
mentiunea ca peste tot vom nota originea sistemului cu O .

Lema 2: Se considera numerele complexe distincte a,b,c egale
in modul, cu proprietatea cd a+b+c=0 . Demonstrati ca punctele
A(a),B(b),C(c) formeaza un triunghi echilateral.

Demonstratie: Vezi problema 4, punctul a) OJM/2009. m

Lema 3: Se considerd numerele complexe a,b,c,d egale in
modul cu proprietatea cd a+b+c+d=0 . Atunci punctele
A(a), B(b),C(c), D(d) sunt varfurile unui dreptunghi cu centrul in
origine.

Demonstratie: Fie A4(a),B(-b),C(c),D(-d) si O originea.
Atunci OA=0B=0C=0D deci A,B,C,D sunt conciclice.  Din

a+c=-b—d deducem cd ABCD este paralelogram, deci dreptunghi cu
centrulin O.

Problema 1: Fie a,b,c € C astfel incét

a+b|=|c|, |a+c|=|b| si
|b + c| = |a| .Atunci a+b+c=0. (Gazeta Matematica)

Solutie: Fie punctele A(a),B(b),C(c), M(b+c), N(a+c), P(a+b)
si O originea sistemului. Ipoteza devine OA=O0OM, OB =0ON si
OC =OP . Fie S,T,U mijloacele segmentelor AM,BN,CP . Atunci
deducem ca S =T =U deoarece au acelasi afix, %b“. Presupunem
§#0 . Dar in aOAM isoscel deducem OS 1L AM . Analog
OS L BN, OS L CP ceea ce inseamnd cd am construit mai multe
perpendiculare in O pe OS' ceea ce nu e posibil. Rdmane atunci S = O
adica a+b+c=0. 1

Problema 2: Fie a,b,ceC cu |a| =|b| =|c| =1 st a+b+c=1.

1

.1 1 .
Calculati P + P + T .(Gazeta Matematica)

Solutie: Fie punctele A(a),B(b),C(d),D(-1). Din lema 3
deducem ca punctele 4,B,C,D formeaza un dreptunghi cu centrul in O .

Prin urmare avem a+c=0 si b—1=0 sau altd situatie obtinutd prin

1 1

. . 1
permutare. Atunci ¢ =—a,b =1si evident P + P + o =1.m

Problema 3: Fie a,b,ceC cu |a| =|b| =|c| =1si a+b+c#0.
Daci @ +b° +¢” =0 demonstrati ci |a3 +b' +¢ | =1 .(Gazeta Matematica)

Solutie: Se aplicd lema 1 pentru numerele a’,b’,c” si atunci
triunghiul de varfuri A(az), B(b2 ),C (cz) este echilateral si din
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propozitia 1, d) deducem c¢i b’=d’c=a’w’ si ¢’ =¢&'a’ =w'a" .
Atunci b=+wa, c=*w’a . Atunci a+b+c:a(liwia)2)¢0. Deducem
cd sunt posibile cazurile b=wa,c=w’a sau b=-wa,c=-w’a sau
b=wa, c=-w'a. in primul deducem ca @’ +b’ +c’ =a’ +ad& +a’a =a’
si |a3 +b + c3| =1. Celelalte se trateazi analog. ®

Problema 4: Fie a,b,c,dcC cu |a| :|b| :|c| :|d| si  cu

proprietatea cd a +b+c+d =0. Demonstrati cd @™ +b™” + +d™” =0.
(Gazeta Matematica)

Solutie: Fie punctele A4(a),B(b),C(d),D(d) . Din lema 3
deducem ca ele formeazd un dreptunghi cu centrul in O deci , de
exemplu, a+c=b+d=0 . Acum concluzia este evidentad deoarece
puterea este impard. B

3

. i . .
Problema 5: Fie o= Y si zeC cu proprietatea ca
|z - a| + ‘z + 5‘ = |z - i| . Calculati |z| .(Gazeta Matematica)

Solutie: Fie A(i),B(a),C(—E) si M (z). Prin calcul se deduce
cd aABC este echilateral. Atunci ipoteza devine MB+MC=MA .
Atunci in patrulaterul cu varfurile M,A,B,C are loc relatia
MB-BC+ MC-AB=MA-BC deci este inscriptibil, de unde deducem ca
O4=0M deci |z2|=OM =04 =|i|=1.m

Problema 6 : Fie a,b,ceC cu |a|=|b|=|c| si a+b=c .
Calculati @™ +b5> +c* =0 (Gazeta Matematicd)

Solutie: Se aplicd lema 2 pentru numerele a,b,—c si atunci
b=¢ca. c= —52a Si a2006 +b2006 +02006 _ azooa (1+£2006 + 84012)2 0. .

Problema 7: Fie a,b,ceC cu |a|:|b|:|c|:|a+b+c|:l .

1

| 1| .
Calculati |a2°°7 + PEC + o | .(Gazeta Matematica)

Solutie: Fie 4(a),B(b),C(c). Dacd notaim cu H (h) ortocentru
aABC atunci ipoteza devine |d=|b|=|d=|/{=1, adicdi 04=0B=0C=0H .
Deci H apartine cercului circumscris aABC ceea ce e posibil doar in
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triughiul dreptunghic. Deducem atunci ca, de exemplu BC este diametrul
cercului care conduce la b+c=0 si atunci
1 1 1] |1

2007 b2007 Czoo7 | = | a2007 | =l.m

la
Problema 8: Sa se rezolve in CxCxC sistemul:
2
|z, + 25| =z, + 25| =z, + 25| =2
3. (OJ Hunedoara - 2003)
z+z,+zy =1

Solutie: Prima ecuatie se rescrie

|zl+zz|:|zl+z3|:|zz+z3|:l Fie a:zl+zz b:zl+z3 si
2 1 21 2 |3 2 2

c =ZZT+Z3 . Atunci sistemul devine |a| =|b| =|c| =é si a+b+c=1. Daca

considerdam punctele A(a),B(b),C(c) si g afixul centrului de greutate

.. .
al aABC , deducem ca g=§ si ajungem la concluzia ca

0OA=0B=0C=0G ceea ce nu este posibil decat daca 4=B=C=G
adicd a =b=c ceea ce conduce la z, =z, =z, =% .

Problema 9: Fie z,z,€C cu |z1 —22| =|zl| =|z2| =r. Calculati
|27 + 23| (OJ Mehedinti - 2003)

Solutie: Fie punctele A(z),B(z,) . Ipoteza devine
OA=0B=AB . Deci rOAB este echilateral. Atunci avem z, =wz, i

2003 2003 2003 2003 2003 2003 2 2003
|Z1 + 2z |:r |1+a) |:r |1—a)|:r |a)|:r .a
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Puncte importante in triunghi (I'V)
Centrul cercului inscris

Marina Constantinescu
Mircea Constantinescu

Prezentdm acum un alt punct care joacd un rol important in
geometria triunghiului, si anume centrul cercului inscris in triunghi. Este
cunoscut urmdtorul rezultat:

Teorema 1. Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt concurente
intr-un punct egal departat de laturile triunghiului.

Definitie. Punctul de intersectie a bisectoarelor unghiurilor unui
triunghi se numeste centrul cercului inscris triunghiului.

Un rezultat util este dat In urmatoarea propozitie:

Propozitia 1. Daca S,r, p sunt aria, raza cercului inscris, respectiv
semiperimetrul unui triunghi, atunci S =r- p.

Demonstratie. Fie  centrul cercului inscris intr-un triunghi ABC si
M ,N,P proiectiile punctului I pe [BC],[CA] respectiv [AB]. Atunci
1P-AB+IM~BC+]N-CA

2 2 2
Cum IM=IN=I[P=r , se obtine ca S, pc=r-p, unde
_AB+BC+C(CA
5 .

De asemenea este util urmatorul rezultat:

Propozitia 2. Se considerd un triunghi ABC cu laturile de lungimi
BC=a,CA=b,AB=c. Fie M,N,P punctele de contact ale cercului
inscris triunghiului 4BC cu laturile BC,CA, respectiv 4AB. Atunci
a+b+c

S

Demonstratie. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul 4ABC .

Atunci [B este bisectoarea unghiului ABC , iar IM 1 BC,IP 1 AB.

Atunci  alPB=aIMB(1U.), deci BM =BP. Analog CM =CN si
AN = AP. Cum BM + MC =a,CN + NA=b,AP+ PB=c, se obtine prin
insumare cd (BM +BP)+(CM +CN)+(AN + AP)=a+b+c, deci

SuaBc =Ssap +Supic +Sacia =

AP=p—-a,BM =p—-b,CN=p—c, unde p=

2.(BM +MC)+2- AN =a+b+ec, deci AN:“%:AP. Analog

BM:BP:a+§_b si CM:CN:a+b_C

Definitie. Un patrulater convex se numeste circumscriptibil daca este
circumscris unui cerc.

Teorema 2. Intr-un patrulater circumscriptibil, suma lungimilor a
doud laturi opuse este egald cu suma lungimilor celorlalte doua laturi
opuse.

Demonstratie. Fie patrulaterul circumscriptibil ABCD  si
M,N,P,Q punctele de tangentd ale cercului inscris cu laturile

AB,BC,CD respectiv. DA. Rationdnd ca in Propozitia 2, avem
AM = AQ =x,BM =BN = y,CN =CP=z,DP=DQ =1. Atunci
AB+CD=x+y+z+t=BC+ 4D.

Este cunoscut si rezultatul urmator:

Propozitia 3. Fie A',B',C’' picioarele indltimilor duse din 4,8,
respectiv C in triunghiul ABC,A4' € BC,B'€ AC,C' € AB. Daci H este
ortocentrul triunghiului 4BC, atunci H este centrul cercului inscris in
triunghiul 4'B'C".

Demonstratie. Deoarece m(<rHC’B) = m(<):HA'B) =90°, rezultd ca
patrulaterul HC'BA' este inscriptibil, deci <HBC'=<HA'C'(1). Analog

patrulaterul HA'CB' este inscriptibil, deci <HA'B'=<HCB'(2). Cum
m(<BC'C)=m(<):BB'C)=90°, rezultd cd si patrulaterul BC'B'C este
inscriptibil, asadar <):HBC’E<):HCB'(3). Din relatiile (1),(2) si (3) se
obtine cd «HA'B'= HA'C', deci
A'H este bisectoarea unghiului «<C'A'B’. Analog B'H si C'H sunt
bisectoarele unghiurilor A'B'C", respectiv A'C'B’, deci H este centrul
cercului Inscris in triunghiul 4'B'C".
Vom prezenta in continuare cateva aplicatii.

Problema 1. Punctul de intersectie a medianelor 44,,BB;,CC; ale

triunghiului ABC este centrul cercului inscris in triunghiul 4 B,C;. Sa se
arate ca triunghiul ABC este echilateral.
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Solutie. Centrul cercului inscris este punctul de intersectie a
bisectoarelor triunghiului, deci diagonala A4, a paralelogramului
AB A C, ( A Cy si 4B, fiind linii mijlocii in triunghiul ABC ) este
bisectoarea unghiului B;4,C,. Deci AB A C, este romb, si atunci

AB AC . .
- " A B = A4C = deci AB=AC. Analog AC=BC, deci
triunghiul 4BC este echilateral.

Problema 2. Bisectoarele AD,BE si CF ale triunghiului ABC se
intersecteazd 1n punctul O. S& se demonstreze cd daca triunghiurile
BOF i BOD au arii egale, atunci triunghiul 4BC este isoscel.

) BF -d(O,BF) BD-d(0,BD)
Solutie. Avem S, zor = —5  Sesop = —
deci cum d(O,BF)=d(0,BD) se obtine ci BF=BD. Daci
BC=a,AC=b,AB =c, din teorema bisectoarei obtinem
BD=CBr="C | i din BD=BF remulti ci a=c, deci
+c a+b

triunghiul ABC este isoscel.

Problema 3. Cercul @ trece prin punctele B si C si prin centrul
cercului inscris in triunghiul 4BC. Cercul @ intersecteaza a doua oara
dreapta 4B in punctul B, , iar dreapta AC in punctul C,. Sa se
demonstreze ca BB, = CC,.

Solutie. Presupunem farda a restringe generalitatea ca
m(<ABC)2m(<ACB). Fie I centrul cercului inscris in triunghiul

m(<xABC
ABC. Unghiul dintre dreptele B/ si BB, are masura 180° —%,
. - . m(<ABC)
deoarece BI este bisectoarea unghiului 4BC si m(<):ABI ) :T.

Atunci arcul I/BE1 are masura unghiului 4BC. Apoi, deoarece arcul IB
are masura 2-m(<ICB)=m(<ACB), deducem ca

m(BB; ) =m(<ABC)~m(<ACB).

Analog m(Ea):m({ABC)—m({ACB). Asadar BB, =CC,.
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Problema 4. Diagonalele patrulaterului inscriptibil ABCD se
interscteaza in punctul E.Fie O; centrul cercului inscris in triunghiul

ABC, iar O, centrul cercului 1inscris in triunghiul A4BD. Fie
{M} =0,0, " BD si {N} = 0,0, " AC. Sa se demonstreze ca triunghiul
EMN este isoscel.
Solutie. Centrul cercului inscris este punctul de intersectie a
bisectoarelor, deci m(<OBA) =m(<O,BC) = B,m(<O,AB) =m(<xQ AC) =,
m(<0,BA)=m(<0,BD)=a, m(<0,AB)=m(«x0,AD)=y De aceea

m(<BOA) =180° —( B+7),m(<BOA)=180"—(a+), adicd <BO,A=<BO, 4,
filded f+r=a+y<2-f-2-a=2-y—-2-1 < XCBD=<xCAD (inscrise,
subintinzand arcul CD ). Rezulta ca punctele B,0,,0,, 4 sunt conciclice.
Dar atunci m(<«MO,B)=180" — m(«0,0,B)=m(x0,4B) =y, adica
m(<EMN )=m(<MBO,)+m(<MO\B)=2-a - f+7.

Analog m(<rENM) = m(<NA01 ) + m((NOlA) =7+m(«x0,BA)=1+a,
de unde rezultica m (X EMN )= m (X ENM ), deoarece

2-a—-pfB+y=r+a. Decitriunghiul EMN este isoscel.

Problema 5. Punctul O este centrul cercului inscris in patrulaterul
ABCD. Sa se demonstreze cd daca perimetrele triunghiurilor
AOB,BOC,COD sunt egale, atunci patrulaterul ABCD este romb.

Solutie. Vom demonstra ca 4B =BC=CD. Sa presupunem de
exemplu cd 4B < BC. Consideram atunci pe segmentul [BC ] punctul 4
astfel 1incdt BA =BA. Cum <«4BO=<x4ABO , se obtine cd
a4, BO EAABO(L.U .L.), si deci perimetrele triunghiurilor 4BO si
CBO sunt egale. Atunci 4,0 = 4,C+ CO, deci 4;,0,C sunt coliniare si
atunci 4; =C, de unde B4 = BC. Cazul BC < AB se trateazd analog. De

asemenea analog se obtine cd BC = CD. Conform Teoremei 2, avem cd
AD+BC=AB+CD, si cum AB=BC=CD, se obtine cd ABCD rste
romb.

Problema 6. Fie ABC un triunghi. Sa se arate ca toate dreptele care
impart triunghiul in doud poligoane de arii §i perimetre egale sunt
concurente.
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Solutie. Sa observam cd dacd MN este o dreaptd cu proprietatile
din enunt ( M e[AB],N e[AC]) , atunci §i dreapta PQ are aceleasi

proprietdti, unde AP=AN si AQ=AM(Pe[4B],Qe[AC]). Fie
MN N PQ = {0} Atunci S, ppp =S,00n, $1 cum MP=0N deducem
ca d(O,AB):d(O,AC) =r, deci O se gaseste pe bisectoarea din 4 a

unghiului BAC. Pe de alta parte avem relatiile:

1 AM -r AN-r 1 1
—- =S =—+ =—(AM + AN )-r=—-p-r, unde
5 OaABC = SuAMN 5 > ) ( ) > p

p este semiperimetrul triunghiului ABC. Deci S, 450 =7 p, deci r

este raza cercului inscris in triunghiul ABC, deci toate dreptele cu
proprietatile din enunt trec prin centrul cercului Inscris in triunghi.

Propunem spre studiu urmatoarele probleme:

1). Fie un triunghi ABC in care AB= AC, (BN este bisectoarea
unghiului ABC(N e(AC)), M este proiectia punctului N pe BC si [
este centrul cercului inscris in triunghiul 4BC. Daca B/ + BC=2-BM,
sa se determine masurile unghiurilor triunghiului 4BC.

2). Fie triunghiul ABC in care 4B=9 c¢m, AC =15 cm, G este
centrul de greutate al triunghiului, iar / este centrul cercului inscris in
triunghi. Dacd IG || BC, sa se calculeze BC.

3). Cercul inscris in triunghiul ABC este tangent laturilor 4B si
AC in M respectiv N.Fie P punctul de intersectie al dreptei MN cu

bisectoarea unghiului 4BC. Sa se arate ca m((BPC) =90°.
4). In triunghiul ABC se duce bisectoarea (CD,De(AB). Se stie

ca centrul cercului inscris in triunghiul BCD coincide cu centrul cercului
circumscris triunghiului ABC. Sa se determine masurile unghiurilor
triunghiului 4BC.

5). in triunghiul ABC , bisectoarele unghiurilor 4 si B
intersecteaza cercul circumscris triunghiului in punctele K respectiv L.
Fie [AK ] m[BL] = {X }, astfel incat Ax :ﬁ. Sa se arate ca triunghiul

XK XL
ABC este isoscel.

6). Simetricul centrului cercului inscris intr-un triunghi fata de una

din laturile sale este situat pe cercul @ circumscris triunghiului. Sa se
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demonstreze ca simetricul centrului cercului @ fatd de o anumita laturd a
triunghiului este situat tot pe cercul .

7). Fie O centrul cercului inscris in triunghiul 4BC. Pe dreapta BC
consideram punctele 4, si 4,, pe dreapta AC punctele B, si B,, iar pe

dreapta 4B punctele C; si C,, astfel Incét
04, =04, =04,0B, =0B, =0B,0C; =0C, =0C. Sa se arate ca
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Profesoara Sc. Gen. Constantin Savoiu, Tg-Jiu
Profesor C. N. Ecaterina Teodoroiu, Tg-Jiu

Argint si bronz la Olimpiada Nationald de Matematica
2009

Marius Sandru

in perioada 29-31 mai 2009 s-a desfisurat la Slatina, in judeul

Olt, etapa finala a OLIMPIADEI NATIONALE DE MATEMATICA

pentru clasele a V-a si a VI-a, la care au participat primii doi elevi
calificati la nivelul fiecdrui judet.

Lotul nostru s-a prezentat la clasa aV-a cu Anca Ciobanu si
Monica Neatu, de la Scoala cu clasele I-VIII Nr.2 Resita (prof. Marius
Sandru),iar la clasa a VI-a cu Miruna Ciulu de la Scoala cu clasele
I-VIII Nr.6 Resita (prof. Susana Simulescu) si Andrei Stefinescu de la
Scoala cu clasele I-VIII Nr.1 Otelu Rosu (prof. Feil Heidi).

Concursul, patronat de MECI si SSMR avea sd fie unul dintre
cele mai puternice al ultimilor ani, atit prin nivelul de dificultate al
subiectelor, cat si prin calitatea participantilor.

Ne-am grupat unul langa altul la Festivitatea de deschidere si am
simtit Incd o data la ai nostri fortd, dorinta si curaj de a infrunta ceea ce
are mai bun scoala romaneasca in matematica claselor V-VI la momentul
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dat. Rezultatele anterioare de la concursurile la care cei patru au participat
(RMCS, Traian Lalescu, = Poezie, Cangurul matematic, s.a.) aratau ca
putem spera spre zona ravnita a medaliatilor. Precedentul fusese creat la
Neptun, de unde cei mari se intorsesera cu o medalie de argint si doua de
bronz.

”Si noi vom castiga” pdreau sa spuna din priviri fiecare dintre ei.
Domnea totusi echilibrul, onestitatea, calmul si prudenta care fi
caracterizeazd pe acesti copii maturi §i carora doream sd le transmit toata
forta si puterea mea pentru un rezultat pe masura valorii lor. Aceasta avea
sd-si spund cuvantul in ziua concursului, sambata, 30 mai 2009, cand,
dupa o judecatd dreaptd a unui juriu competent si de neclintit, Anca si
Andrei isi adjudecau medalii de argint, Miruna medalie de bronz, iar
Monica se afla la un pas de jumadtatea premiatd (SSMR a respectat
principiul acordarii medaliilor in parti invers proportionale cu 1/6, 1/3,
1/2 pentru aur, argint, bronz din numarul participantilor clasati in
jumatatea de sus). A fost un concurs dur, dar corect si atent evaluat,
dovada si faptul cd nicio contestatie nu a avut sorti de izbandd in favoarea
concurentilor.

La Festivitea de premiere ne-am bucurat i am simtit ceva dintr-o
fericire greu atinsa, de cdtre multi poate chiar neinteleasa. Era rodul a ore
si ore de muncd, de studiu, de cdutari. Era capatul unei curse pentru care
s-au pregatit cu toata seriozitatea aldturi de profesori, ajutati de parinti si
colegi, fara a fi ajuns la capétul drumului. Doi dintre ei realizau cat de
aproape au fost de aur, Anca la 1 punct, iar Andrei la 3 locuri, incat
reusita lor fusese deja translatatd in viitor, cu gandul la anul care vine,
propunandu-si mai mult, pentru cé :,,Ai invins, continui, ai pierdut,
continua !>’

Respectul si consideratia noastra sunt doar o parte a ceea ce ei
merita.

Scoala cu clasele I-VIII Nr.2 Resita

Remarcd: La etapa nationald a Concursului Interdisciplinar PlusMinus
Poezie, desfiasurata in acest an la Timisoara, elevii nostri au obtinut
rezultate remarcabile :

..Balmez Andrada, Oravita, mentiune clasaa 5 a

.. Ciulu Miruna, Resita, mentiune clasaa 6 a

.. Gheorghisan Cilin, Oravita, mentiune clasa a 6 a.
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Subiectele propuse in judetul Caras-Severin la
Concursul National pentru ocuparea posturilor

vacante din invitimantul preuniversitar, 15 iulie 2009
SUBIECTUL I (60 puncte)

o 5 12 (x,
Problema 1. Fie matricile 4= 5 s e M;(R) si eM,,(R)

Y

xn+l xn .

cu =A ,VneN six, =1y, =0.
yn+1 yn

(5p) a) Sa se determine x,,y,, X,,V,.
(5p) b) Sa se arate cd x, +yn\/€ = (5 + 2\/g)n ,VneN

(5p) ¢) Sa se calculeze xf - 6yf

(5p)d) Sasearateca x,,, —10x,,, +x, =0

n+l
Problema 2. Fie ABCD un patrulater convex oarecare §i notam cu &
unghiul unghiul dintre laturile opuse AD si BC

AC? + BD* — AB* — DC?
2AD-BC
(5p) b) Daca [ este unghiul ascutit al diagonalelor demonstrati ca:
|AD? + BC? -~ CD* — 4B’
2AC-BD
(5p) ¢) Demonstrati ca daca laturile opuse AD si BC sunt

perpendiculare atunci AC> + BD* = AB* + DC*
(5p) d) Aratati ca diagonalele unui patrulater sunt perpendiculare daca
si numai daca suma patratelor laturilor opuse este constanta.

Problema 3. Fie functia f : R — R datide f(x)=x+cosx—1 si

(5p) a) Demonstrati egalitatea: cosa =

cosff =

sirul (a,) _, definit prin a, = l,a,,, = J Oa" sin (7 )dx
(5 p) a) Determinati numarul de radécini reale ale functiei f
(5 p) b) Aratati ci sirul (a, ) este monoton
(5 p) ¢) Aritati ca sirul (a, ) este marginit

(5 p) d) Calculati lima, .
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SUBIECTUL II (30 puncte)
Problema 1. Proiectati o unitate de Invatare cu tema
DERIVABILITATE 1in cadrul céreia sd prezentati numai urmédtoarele
activitati de invatare:
(5 p) @) Definirea derivatei unei functii intr-un punct(exemplificare
prin doua exemple)
(5 p) b) Interpretarea geometrica a derivatei unei functii intr-un punct
(5 p) ¢) Proprietati ale functiilor derivabile
(5 p) d) Teoreme de medie, monotonie, convexitate
Problema 2. Elaborati pentru tema BINOMUL LUI NEWTON o proba
de evaluare care sa contina:
(5 p) a) Itemi de urmatoarele tipuri: obiectivi, semiobiectivi si
subiectivi
(5 p) b) Barem de corectare (rdspuns corect pentru fiecare item si
distribuirea punctajului de 100 de puncte, din care 10 puncte din oficiu)

Matematica la Crivaia
26 iulie-2 august 2009

Antoanela Buzescu, Ovidiu Badescu

,,Cat am fost aici, in aceastd tabard, am simfit atdt treaz cdt §i in
Vvis cd pot zbura, dar nu un zbor aemandtor norilor, purtat de vant ci un
zbor cu propriile aripi, in voia sufeltului meu.

Dar cum am capatat aceste aripi?

Pai, la inceput, prin matematica am prins sperantd, am stiut cd se
poate. Apoi am invatat sa desenez tehnic si astfel am reusit sa mi le
concep. Apoi prin nasterea §i botezarea de frumusete §i de iluminare
pentru oameni am reugit sa mi le cos. Cand am simtit cu adevarat ca le
am in spate mi-am facut o fotografie cu timpul si diafragma potrivitd i cu
uimire am vdzut cu ochii mei aripile albastre. Am Invatat sa ma orientez
pentru a nu ma rataci cand voi zbura. Si astfel am simfit cum cu evlavie §i
bucurie zburam intr-un ecou de batai de aripi. Acum eram unde am
vrut....” (Dinulica Augustin, Cls a VI-a)

Sunt ganduri ale unui elev drag noud, insa suntem convingi ca
sunt gandurile tuturor elevilor participanti in aceasta tabara. Orice am
incerca sia addugam acestor cuvinte nu ar face decat si le micgoreze
profunzimea si nu vrem asta.
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Spunem doar céd a fost o sdptdmand extraordinard, o saptdmana
plina de matematica, de voie buna si de tot felul de ateliere: fotografie,
desen, comunicare si...cercetasi.

Au fost seri 1n care ne prindea noaptea in padure, nopti in care am
cantat cu totii “ Lupta Poli, luptd pentru noi!” fiind seara acelui magic 2-0
de la Sahtior, au fost seri In care porumbul fiert avea cel mai minunat
gust.

Au fost zile in care am mers In drumetie sau in care am fost cu
totii uzi leoarcd, au fost dimineti in care inviorarea ne aducea cel mai
curat aer posibil.

Au fost si probleme grele, au fost si telefoane acasa sa aflam cine
e criminalul problemei din Vestul Silbatic, au fost sponsoriziri ale
focului de tabara.

Au fost asa de multe incat, dacd le-am insirui nu ar incipea in
paginile acestei reviste, de aceea ne oprim aici.

Martor ne e sufletul plin de amintiri, dvd-urile taberei(pe care,
daca vreti, le solicitati profesorilor organizatori) si revista taberei plina de
gandurile voastre.

Pentru toate acestea, noi profesorii participanti in tabara, va
multumim.

Spiridusii taberei:

Balmez Andrada, Benec Emanuela, Bivolaru Malina, Buzescu Malina,
Cerna Miruna, Danila Madalina, David Andrei, David Mihai, Dinulica
Augustin, Dinulica Septimiu, Dolot Nicole, Gheorghisan Calin, lliescu
Alexandru, Jurescu Cristian, Murgu Teodora, Neagoe Loredana, Neatu
Monica, Piess Helmuth, Pirvu Ancuta, Podariu Ana, Rus Daniel, Sandru
Bogdan, Semenescu Raluca, Toma Alexandru, Vasilovici Camil, Vernicu
Georgiana

Profesorii taberei:
Pirvu Camelia, Buzescu Antoanela, Feil Heidi, Staniloiu Nicolae,
Badescu Ovidiu, Calin Ciprian, Calin Ramona, Sandru Marius

“Cu siguranta aceastd tabdrd este de neuitat. Am rds, am plans si
am impartasit momente de bucurie §i de tristete cu toti cei din tabara.
Colegilor mei din tabara pot sa le spun acum prieteni, cdci numai
prieteni se pot numi cei cu care te distrezi la maxim si fara de care viata
nu ar mai avea haz.”’(Dolot Diana Nicole, Cls a V-a)
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Probleme rezolvate din RMCS nr.27

Clasa a V-a

V.130 Se considerd numarul 4 =5a+a5.
a) Determinati a pentru care A este patrat perfect;
b) Ardtati cd nu exista a pentru care 4 este cub perfect;
c¢) Determinati a pentru care restul impartirii lui 4 la 5 este 4.
Prof. Heidi Feil, Otelu — Rosu
Solutie: a) 11-(5+a)=k*,keN= 5+a=11p*, pe N .Cum q este cifra,

deducem imediat a = 6 ; b)egalitatea 5+a =117 p’ este imposibili(...);c)

55+11la=>5g+4 si se ajunge imediat la a € {4;9} .0

V.131 Si se arate ci : 2°°” > 256" .157°.
Prof. Adriana Dragomir, Otelu — Rosu

Solutie: Deoarece 27 =2'°.2"%sj 256" =2'*, rimane de aritat ci:

2% >15%¢ (*); cum insd 2" = 2-(24 )472 =2-16"" egalitatea (*)se

obtine imediat. []
V.132 Si se determine cite numere naturale de cinci cifre, scrise in baza
10, au produsul primelor doud cifre egal cu un numér prim p , iar suma
ultimelor doui cifre egald cu p° .

Prof. Adriana Dragomir, lulia Cecon,, Otelu — Rosu

Solutie: Daca pentru x = abcde avem d +e=p”, cu d,e<9, deducem:
pe{23}.1)Pentru p=2,avem a-b=2si d+e=4, iar

ce {0,1,2,...,9} .Cu principiul produsului deducem ca avem 2-10-5=100
de numere; 2) Pentru p =3, obtinem incd 200 de numere, asadar avem in
total 300 de numere care satisfac enuntul.o

V.133 Dacid x si y sunt numere naturale de doua cifre astfel incat restul
impartirii numdrului 2-x la 2-y este 4, iar restul impartirii numarului
3-x la 4-y este 18, gésiti restul impartirii numarului 11-x la y.

Prof. Adriana Dragomir, Otelu — Rogu
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Remarca: Enuntul publicat initial conduce la concluzia ca y nu poate avea
doua cifre! (Chiar daca unii au ajuns la concluzia cd, pentru y > 8, restul
cerut este 7).Aratati si voi aceasta! [ ]
V.134 Gisiti cel mai mic numdr natural nenul b pentru care existé a
natural nenul astfel incat:

1) restul Impartirii lui a la b este 3;

ii) restul impértirii lui 2-a la 3-b este 11.

Prof. Adriana Dragomir, Otelu — Rosu

Solutie: a=b-g+3 si 2a=3b-p+11,11<3b,deunde »>4. Daca
b=4,ajungemla 8¢+ 6=6p+11, absurd (!).Avem acum ca
b =5 verificd enuntul ( pentru a=13). []
V.135 Determinati numerele a si b pentru care ba —ab este multiplu de

4, iar ba+ab este multiplu de 5.
Prof. Adriana Dragomir, Otelu — Rosu

Solutie: Pentru b > a se obtine (a,b) e {(5,5),(3,7),(1,9)} .0

V.136 Precizati, justificind rdspunsul, daca existd numere naturale n
pentru care 2" +3-2"" =2009.

Prof. Adriana Dragomir, Otelu — Rosu
Réspuns:Problema e simpla, se ajunge la 2" =287, egalitate imposibild
dintre doua numere de paritati diferite ( n>1).0
V.137 Gasiti toate perechile (A, B ) de multimi 4 si B care satisfac
urmatoarele conditii:
a) A si B au céte trei elemente, numere naturale nenule;
b) suma elementelor multimii 4 este egald cu suma elementelor multimii
B si este egala cu 10;
¢) AN B are un singur element.

Prof. Adriana Dragomir, Otelu — Rosu
Réspuns: Exista 12 perechi de multimi care satisfac enuntul:

4, ={1,2,7},B, ={1,3,6}, 4, ={1,3,6},B, = {1,2,7},
A, ={1,4,5),B,={1,2,7},4, ={1,2,7},B, ={1,4,5}, ...
A ={1.45).8, ={2.3,5). 4, ={2.3.5}.8, = {145}

V.138 Aflati ultimele patru cifre ale numarului

j7 = 32009 4 32008 32006 | 32003
Prof. Pavel Rincu, Dalboget
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Réspuns: 7000. o

V.139 Aritati cd nu existe numere naturale x si y pentru care
N =x*+7(10y” +1) este patrat perfect.

Prof. Pavel Rincu, Dalboset
Solutie: Ultima cifrd a numérului 7(10y° +1) este 7, iar ultima cifra a lui

x* poate fi 0, 1, 5 sau 6, asadar ultima cifrd a lui N poate fi 2, 3, 7 sau 8,
deci N nu poate fi patrat perfect. [

Clasa a VI-a

V1.130 La inceputul anului scolar, 40% din elevii unei clase sunt fete. in
timpul anului scolar mai vin trei baieti §i pleaca o fatd si astfel, la sfarsitul
anului scolar sunt de doua ori mai multi baieti decat fete. Cati elevi au
fost la inceputului anului gcolar in acea clasa?

Concurs Bucuresti, 2003
Rispuns: 10 fete, 15 bieti, deci 25 de elevi. [
VI1.131 Si se arate cd printre oricare cinci numere naturale nenule exist

cel putin doua a céror diferenta este divizibild cu 4.
k ok sk

Solutie: Orice numdr natural are una din formele 4n,4m+1,4p+2,4g+3
unde n,m, p,q € N ; conform principiului cutiei avem ca printre oricare 5
numere naturale exista doud, x si y , care au aceeasi forma: x =4n+r i
y=4m+r ;avem astfel cd x— y =4(n—m), care e divizibil cu 4. []
VI.132 Fie XAOB si £BOC doua unghiuri adiacente si suplementare,
iar M si P doud puncte astfel incit M este in interiorul unghiului £4AOB,
iar P in interiorul unghiului £BOC . Dacd M este egal departat de (OA si

(OB , iar P este egal departat de (OB si (OC , determinati masura
unghiului XMOP.

Prof. Irina Avrdmescu, Resita
Solutie: M se afld pe bisectoarea lui £4A0B , iar P pe bisectoarea lui

m(£AOB) . m(£BOC)
2 2

=90°.

£BOC Deducem imediat: m(£MOP) =
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VI1.133 Fie a,b,c trei numere naturale nenule care satisfac conditia

b c
a=——=
0,2 0,3
a) sd searate cd a+b este divizibil cu 18;
b) sa se determine numerele a,b,c.

, iar numerele a + b si ¢ sunt prime intre ele.

Prof. Nistor Budescu, Dalboset
Solutie: a =5b=3c=keN" conduce la: k=15p, de unde
a=15p,b=3p,c=5psiastfel a+b=18p ; folosind a doua conditie din
ipotezd deducem cd p =1, concluzia fiind imediata. []

VI1.134 Se dau numerele a = l + g + é + 2002

e,

3 4 2003

1 35 4003 135 2001
o+t —— —

= , C
57 4005° 2476 2002 7
46 2002

== .. ...———. Aratati ci:

35 7 72003

1
aya>bh; b)yc<d; c)d* > .
2003

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
" >Zn_l,n:1,2002;b)searatécé " <n+1’
n+l 2n+1 n+l n+2

1<{135...,2001} ;) se foloseste subpunctal b)5ifaptul e +d =~ .

VI.135 Misurile unghiurilor ( masurate in grade ) din jurul unui punct,
sunt x, y, z, t .Numerele 2x, 3y, 4z, 5t sunt direct proportionale cu 4, 6, 12
si respectiv a, unde a este un numar natural nenul. Determinati ¢, x, y, z, ¢,
stiindcd x+¢=y+z.

Idei: a) se aratd cd

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Réispuns: a=15,x=y=72°,z=¢=108".0
VI1.136 Determinati numerele intregi x i y pentru care
2xy—2009 =4x-3y.
Concurs Vaslui , 2003
Rispuns: (x,y)e{(1000,3),(~1,2005),(-2,-2001),(~1003,1)} .0
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VI1.137 Se considerd numerele naturale @, <a, <a, <a, <a; <a,.
Spunem cd multimea {al, a,,d,,4,,ds;, a6} are proprietatea (P) daca
pentru orice k € {3,4,5,6} , existd i, j €{1,2,3,4,5,6},i # j, astfel
incat a, = a, +a;. Sa se afle cate multimi cu proprietatea (P) sunt de
forma {1,2,a,b,c,d} .

Concurs lagsi, 2003
Solutie: Elementul a trebuie sa fie suma celor doud elemente care il
preced, deci a =3 .Cum b se obtine ca suma a doud elemente precedente,

avem b e {4,5} ;daca b=4, atunci c € {5,6,7} ,In fiecare caz gasind cate 4
valori posibile ale Iui d , iar daca b=5=ce {6,7,8} , In fiecare caz
gasind si aici cate 4 valori posibile pentru d .Obtinem astfel in total 24 de
multimi cu proprietatea din enunt. (evident, ce apare de mai multe ori, se
numard o singura data!)[]
VI1.138 Sa se gaseasca perechile (a,b) de numere naturale pentru care
Sa-2b<3si 2a+b<3.

Prof. Heidi Feil, Otelu — Rosu
Rispuns: (a,b)<{(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(L1)}. O
VI1.139 Sa se determine numerele prime « si b pentru care

a . 2b+2

—si sunt numere naturale.
b+l a-1

Prof. Adriana Dragomir, Otelu — Rosu
Rispuns: a=3,h=2.

Clasa a VII-a

VIL130 Fie: S=1+2+3+...+nsi

P:(l—2%)(1—3%)(1—4%}..(1—’%2},;1 eN-{0,1}

Aratati cd numarul 4 =+/S- P este rational.
Prof. Delia Marinca, Timisoara

2
Idee:S-P:n(rH_l)‘n—H: n+l1 0
2 2n 2
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VII.131 Pentru 7 € N, consideram numarul A(n) = \/nz +7n+12
a) Aflati prima zecimala a numarului 4(0).
b) Aratati cd Vn € N numarul A(n) este irational.
¢) Aratati ca, partea fractionard a numarului A4(#) este mai mica
decat 0,5, Vne N..
Prof. Irina Avrdmescu, Resita
Solutie: a) 4; b) (n+3)" <(n+3)(n+4)=n*+Tn+12<(n+4)’, deci

n® +7n+12 nu poate fi pitrat perfect; c) se arati imediat ci:

n+3+%<\/n2+7n+12<n+3+%,VneN. O

VII.132 Sa se afle x,y € N astfel incat (x—3)(y—2) =72 si numéirul
x+ y sa fie patrat perfect sau cub perfect.
Prof. Irina Avramescu, Resita
Rispuns: x=7,y=20 sau x=21,y=6. [
VII1.133 Cite triunghiuri dreptunghice ale caror laturi sunt numere
naturale au o cateta egala cu 15?
Prof. Loreta Ciulu, Resita
Solutie: Din »° +225=a” ajungem la (a —b)(a+b)=3-3-5-5 ;analizand
cazurile posibile, obtinem 4 triunghiuri, cu lungimile laturilor:
(112,15,113), (36,15,39),(15,20,25),(8,15,17). [J
VI1.134 Se di un trapez ABCD, AD > BC, BC// AD. Pe CD se ia un
punct K, pe 4B punctul L astfel incat AK // CL.Sa se arate cd DL // BK.
Prof. Loreta Ciulu, Resita
Solutie: Notdm {M} = 4B " DC .Din AK //CL avem MK _ M—C(l) ,
MA LM

MC MB

apoi BC//AD = ——=—-(2), de unde
MD MA

MA-MC=MD-MB=LM - MK , si astfel: @:@:DL//BK .0
LM MD

VIL.135 Aritati cd V6" +5n+7 ¢Q , VneN.

Prof. Pavel Rincu, Dalboset
Solutie: Se deduce imediat cé ultima cifra a numarului de sub radical nu
poate fi decét 3 sau 8,etc. []
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VI1.136 Determinati masurile unghiurilor unui triunghi stiind cé sunt
indeplinite simultan conditiile:

a) un unghi este congruent cu complementul altui unghi;

b) masurile a doud unghiuri sunt direct proportionale cu numerele 1

si 3.
Prof. Constantin Apostol, Rm.Sdrat
Rispuns: 30°,60°,90° sau 22°30',67°30',90° . [
VII.137 a) Dacd 3x =3,a , care este cel mai mic numdr cu care poate fi
egal x ? Dar cel mai mare ?
b) Dacd 7x =9,b, care este cel mai mic numdr cu care poate fi

egal x ? Dar cel mai mare ?
¢) Sa se determine numarul x si cifrele nenule a , b pentru care

3x= 3,_a
avem:

7x=9,b

Prof. Constantin Apostol, Rm.Sdrat
Solutie: a) x,, =1,x,. _B ;D)X =2,xmax :%; c)
10 7 70
x=£,a=9,b=l.|:|
10

VII.138 Suma pétratelor a 18 numere naturale nenule este 2009.Aratati

ca cel putin doua dintre numere coincid.
% % sk

Idee: Cele mai mici 18 numere naturale consecutive au suma patratelor
egalid cu 1 +2° +3% +...+18% =2109 > 2009 .Puteti da un exemplu de
numere care satisfac enuntul? ( De
»  n(n+1)(2n+1)
6
VII.139 Fie ¥V multimea varfurilor unui poligon regulat cu 20 de laturi si
A c V o submultime arbitrara.Sa se arate c:
a) Daca A are cel putin 9 elemente, atunci existd in A4 trei puncte
care sunt varfurile unui triunghi isoscel;
b) Dacd 4 are cel putin 11 elemente, atunci exista In 4 trei puncte
care sunt varfurile unui triunghi dreptunghic isoscel.
Concurs Cluj — Napoca, 2008

retinut: 1> + 2> +3* +...+n ). O
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Solutie: a) Fie PP,...P, poligonul regulat si 4= {P,P,,...,P,} .Colorim
varfurile AR,P,,R,P,,B, cu rosu, P,P,R, P, B, cu galben,
B,P.F

3>5755110
varfurile de aceeasi culoare formeaza un pentagon regulat, iar in 4 existd
cel putin 3 varfuri ale unui pentagon regulat;atunci cele 3 varfuri sunt
varfuri consecutive in pentagon sau sunt doud varfuri aldturate impreuna
cu varfuri opuse, oricum, In ambele cazuri, triunghiul este isoscel; b)
coloram varfurile in 5 culori, din 5 in 5 varfuri, astfel incat varfurile
colorate cu aceeasi culoare sa formeze un pdatrat.Atunci printre cele cel
putin 11 ale Iui 4 avem 3 colorate la fel, care sunt deci varfuri ale unui
pétrat si deci ale unui triunghi dreptunghic isoscel. []

B,,P, cu verde, P,R,F,,B,,P, cu albastru.Remarcdm ca

Clasa a VIII-a
VIIIL.130 Sa se gaseasca perechile de numere naturale consecutive astfel
incat cubul primului numar si patratul celuilalt sa fie tot numere
consecutive.
Prof. Sanefta Vladu, Moldova Noud
Rispuns: (0,1) si (2,3).
VIIIL.131 Un corp in forma de paralelipiped dreptunghic are la baza un
dreptunghi cu dimensiunile de x> —1 si (x + 2)2 , xeR.
1

a) Dacd h= , determinati valorile reale ale Iui
(x+2)(x2 +3x+ 2)
x , astfel Incat volumul corpului sa fie subunitar.
b) Daca h =3, determinati valorile lui x astfel incat aria laterald a
corpului sa fie minima si determinati aceasta valoare.
Prof. Sanefta Viadu, Moldova Noud
Rispuns: a) xe(0,1);b) x=-1,4,,=6. 0

lat

VIIIL.132 Se considera triunghiul echilateral 4BC , un punct O in
interiorul triunghiului si M, N, P proiectiile punctului O pe [BC],[CA]
respectiv [AB]. Sa se arate ca daca triunghiul MNP este echilateral

atunci O este centrul de greutate al triunghiului 4BC .

Prof Mircea Constantinescu, Tg-Jiu

26



Solutie: Avem m(<):MON ) = m(<):PON ) =120". Vom ardta cd OM =OP
presupunem ca OM > OP si consideram X e (OM ) cu OX =O0P.
Deducem aPON =4 XON = NX =PN =MN => m(<NXM )= m(<NMX),

fals,deoarece m(<NXM) > m(<INOX) =120°, iar m(<rNMX) < 60°.Deci
OM = OP si analog OM = ON .Avem astfel ca O este centrul cercului
inscris in triunghiul 4BC,concluzia fiind imediata.o

VIII.133 Si se precizeze dacd numirul a =2%° +2005% este prim,
justificand raspunsul.
Prof. Pavel Rincu, Dalboset

Solutie: Pentru usurinta scrierii notim x =2",y =2005",z =2*-.2005%si
obtinem a=x"+)" =x"+)" +2xp—2xy=(x+y)’ -2 :(x+y—z)(x+y+z) ,
deci numarul este compus. []
VIII1.134 Cite ecuatii de gradul al doilea cu coeficientii diferiti si care
apartin multimii M = {—3, 1, 2} existd ? Aratati ca toate aceste ecuatii au
o raddcind comuna.
Prof. Constantin Apostol, Rm.Sdrat

Solutie: Exista 6 ecuatii si, deoarece suma coeficientilor este egald cu 1,
toate au ca radacind numarul 1. [
VIII.135 Se considera cubul ABCDA'B'C'D' si M,N,P mijloacele
muchiilor [4B],[CC'] respectiv [A'D']. Sa se demonstreze ci
B'D L (MNP).

Prof. Marina Constantinescu, Tismana
Solutie: Daca S este mijlocul lui /MN], avem:

aB'BM =B'C'N(C.C.)= B'M = B'N = B'S L MN.
Analog: DM = DN = DS | MN. Asadar
MN 1 (B'DS)= MN L B'D. Analog B'D 1 MP,de unde B'D L (MNP).

O
VIII.137 Aritati cd, daca a,b,c>0 si a* +b*> +¢* = %, atunci

1 1T 1 1

a b ¢ abc
Concurs Arad 2008
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Solutie: Inegalitatea propusa este echivalentd cu c(a +b) <ab +1 sau

(a+b) —a* -b*
2

cla+b)< +1;notand a + b =x, avem de aritat ca:

1 . .
x2=2ex+ct + 3 >0, care este evidents... (]

VIII.138 Fie multimea 4 = {1,2,3,...,98}. Ardtati cd oricum am alege

50 de elemente ale multimii 4, existd doud printre ele avand suma cub
perfect.
Concurs lagi 2008

Solutie: Considerdm submultimile {27,98},{28,97},...,{62,63},{3,61},
{4, 60},...,{26,38} ; acestea au proprietatea ca suma elementelor fiecarei
multimi este cub perfect; mai considerdm si submultimile {1},{2}, avand

astfel un total de 50 de multimi. Presupunem,prin reducere la
absurd,concluzia falsa,asadar putem alege 50 de elemente printre care si

nu existe doud cu suma cub perfect. Trebuie atunci sd alegem {1} si {2} si
cate un element din submultimile cu cate doud elemente.Este necesar si
luaim numirul 62(altfel am avea 1+63=4"); avem insi si in acest caz
2+62=4", contradictie. []

VIIL139 Existi a,be N* astfel incat a® +b> =429 2 Justificare.

Prof. Marina Constantinescu, Tismana
Solutie: Presupunem cé exista numere cu proprietatea din enunt si
folosim faptul ca patratul oricdrui numar natural e de forma

4k sau 4k +1,k € N . Daca a® =4k + l,b2 =4p+ 1Lk, peN, rezulta
a®+b* =41+ 2,1 e N, fals. Daca

a’ =4k +1,b* =4p= a® +b* =4l +1,] e N, fals. Asadar
a=2a,b=2bysi deci @ +b* =4(af +b] )= af +b =47
Continuand procedeul din aproape in aproape ajungem la

2 2 * . .« v . .
u”+v- =1u,ve N, fals,deci nu exista numere cu proprietatea din enunt

O
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Clasa a IX-a

IX.130 Sa se determine n € Nsi x,,x,,...,x, € R," care satisfac
X +x,+..+x,=3
egalitatile: < 1 1 1 .
galies —+—+...+—=3
X X, X
Prof. Pavel Rincu, Dalboset

n
X
Solutie: Folosind £=1— >
DY
fiecare din cazurile posibile si avem, pentru

3-45 3445

5 ) > Jarpentru n=3: x,=x,=x,=1.

IX.131 a) Si se dea un exemplu de numdr real a pentru care

, deducem cd n e{1,2,3} .Studiem

n=2:x=

1
{a} + {—} =1, b) Si se arate ci dacid a € R,a > 0, satisface
a

{a}+{l}=l,atunci azQ.

a
Concurs Bucuresti 2008

e e tale e tar T —rate[ o
Solutie: a)Din a+— [a]+[a}+{a}+{a} [a]+[a}+l keZ,

+Vk? -
ajungem la a* —ka+1=0, de unde a:w

3+\/§
2

; putem lua astfel, de

exemplu, a = .b) Numarul « este rational daca si numai daca

k> —4=p*, peZ; se ajunge imediat la k =2 =>a =1, care nu verifici
egalitatea din enunt. []

IX.132 Dacd A < R este o multime cu cel putin trei elemente avand
proprietatea cd, pentru orice doud elemente distincte x, y € 4, rezultd

(x+y)eQ,ardtaticd 4 Q.
Concurs Bucuresti 2008
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Solutie: Presupunem cé existd z € 4,z € R\ Q ;avem acum,conform
ipotezei: x+ y,y+z,z+x€Q=>x+y+zeQ;cum x+ yeQ, deducem
z € Q ,contradictie.o

2009 4 k2 k
IX.133 Si se calculeze suma Z—k, unde a, = {T} sib, = {5} (prin

k=2 Y
[x] se intelege partea intreagd a numarului real x ).
Prof. Andrei Eckstein, Timisoara
Solutie: Daci k este par, atunci k=2, je N, deci aq, = j°, iarb, = j,

2 .
deciZ—k:j;dacé k=2j+1,jeN, avem: ak:{W}:]’2+]’,
k

. . L a, . « s x
iar b, = j, deci == j+1. Prin urmare suma cdutatd este egald cu:
k

142+24+3+3+4+4+...+1004+1004 +1005=1004-1006 . []

2 2

+2 +2

IX.134 Aratati ca, dacd x,y >0si x-y =1, atunci al +2 >3.
y+1  x+1

Prof. Andrei Eckstein, Timisoara

1 .. . . ..
Solutie: Punem y =— si inegalitatea devine x* —x* —2x+2>0, adici
x

(x—1Y’ (x2 +2x+ 2) >0, care este evidentd. Solutie alternativi: Punem

x:Z,yzé si ajungem la @’ +b° > a’b* +a’h’ sau
a

b
(a3 -b )(a2 -b* ) >0, ceea ce este evident, deoarece parantezele au

acelasi semn.. Observatie: Inegalitatea rimane adevarata si dacd inlocuim
conditia x-y =1 cu x+ y>2 ( care este clar mai slaba). [

IX.135 Determinati multimea 4 a numerelor reale care se pot scrie sub
forma [—3x] + [—Zx] + [—x] + [x] + [Zx] + [Sx],x eR.
Prof. Andrei Eckstein, Timisoara
Solutie: Se verifica usor cd dacd y € Z atunci [-y]+[y]=0, iar daca
yeZ,atunci [-y]+[y]=-1 (intr-adevar, dacd y e(n,n+1), atunci
[y]=n[-y]=-n—-1). Asadar,dacd x,2x,3x ¢ Z ,avem
30



[—Sx] +[—2x] +[—x] + [x] + [2x] +[3x] =—1-1-1=-3.Daci xeZ,
avem: [—3x] + [—2x] + [—x] + [x] + [2x] + [3x] =0, iar dacd x¢Zsi
unul dintre numerele 2x si 3x este intreg ( ambele nu pot fi intregi daca x
nu este intreg), avem [—3x] + [—2x] + [—x] + [x] + [2x] + [3x] =—
Multimea cerutd este asadar {—3,—2,0} .U

IX.136 Dacéd M este un punct in interiorul unui triunghi ABC, se noteaza
AMmBC:{D}, BMmCA:{E} si CMmAB:{F} .Sé se
MA MB MC

determine punctul M pentru care produsul ——-——-—— are valoare

MD ME MF
minima.
Concurs Slatina 2008

Solutie: Cu teorema lui Menelaus avem: ﬂ: BC EA BC FA

MD BD EC CD FB'’

MB CA FB CA BD MC AB CD AB CE
_—— Si — ——=——"——_Deducem

ME CE FA AE DC MF ~ AF DB BF EA

MA MB MCY  BC*  CA>  AB
astfel: —_— = . . > 64, de unde
MD ME MF BD-CD CE-EA AF-FB
MA MB MC
-——-—— 28, cu egalitate dacd M este centrul de greutate al
MD ME MF

triunghiului. [
IX.137 Sa se determine numerele reale m pentru care radécinile ecuatiei

x> —(m+2)x+3=0 sunt intregi.
Prof.Simina Moica,Arad
Solutie: Folosind relatiile lui Viete obtinem imediat m € {—6;2} .o
IX.138 Si se determine , pentru fiecare n € N* valoarea maximi a
produsului P =cosa, -cosa, -...-cosa,, stiind ca a,,a,,....,a, €R si
cosa, -€cosa, -...-cosa, =singa, -sina, -...-sina, .
Prof. Pavel Rincu, Dalboget
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Solutie: Dacdcosa, =0=a, =(2k + 1)% = sina, # 0 ,contradictie,
asadar cosa, #0,Vk =1,n, de unde (*)Htgak =1 .Deoarece
k=1

1 n

2 . 2 .
cos” x =————, din (*) deducem : | It a, =1 . Acum, folosim
1+tg2x ( ) ey £ %

1+1tg’a, >2|tga,|, Yk =1,nsi ajungem la

& 1 1 .
[Jcos’a, =— < - . Concluzionand, avem:
H(l +1g’a, ) 2" Htgak
k=1 k=1
1 1
P? <—:>P< .Asadar P, =——.[]

J_ NG

- k
IX.139 Demonstrati cd ) k- sin = > E-ctgl , VneN,n>1.
= n 2 2n

Cosmin Istodor, student, Timisoara
Solutie: Se aplicd inegalitatea lui Cebasev astfel:

[ﬂ 7 2 2 (”‘1)”.5111("_1)”]2

n—-sMm—+—-sm—+...+
n n n n n n

(72744 (n-1)z kx _n(n=1)
| J

V4
ct —<::> kr- s1n—> Tctg—
n g2n ; n 2 g2n

Clasa a X-a

X.130 Sa se rezolve ecuatia:
20" -16% =16(8% +6-4" +16-2% +16)
Prof. dr. Vasile Marinca, Timisoara
Idee: Se observa solutia x =4, se trece 16" in dreapta si se Imparte cu

20", se considera o functie convenabila, strict monotona, care conduce la
unicitatea solutiei observate.

X X
X.131 Sa se rezolve ecuatia :(\/5 + 2\/6) + (5 - 2\/6) =

Prof. Sanefia Viadu, Moldova Noud
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Rispuns: xe{-2;2}. ]

X.132 Fie z,,z,,z; numere complexe de modul 1 astfel incat
7z 4z, +z" =0.

a) Sd se arate cd |Z1 +2z, +Z3| eN;

b) Aflati numerele dacd z, = z_1 si z; eR.

Prof. lacob Didraga, Caransebes,
Olimpiadd Caras — Severin 2006

Solutie: a) (z, +z, + z, )2 =2(z,2, + 2,2, + 2,2, ) = 22,2,2, Zi =
Zk

=2zz,z, ZZ . Aplicam aici modulul si ajungem la

|z, +2,+2,|€{0,2} = N;b) din z,” =1 deducem

2 —2 —\2 - . .
7’ +z :—1:>(zl+zl) =1. Ajungem de aici la Re(z,)e<+

} si,

N | —

deoarece Re’(z;)+1Im’(z)=1, obtinem z, E{i%ii'g}. O

X.133 Aratati cd ecuatia log, (5 - 3x) =log, (Zx - l) are o unica solutie

< 4
reald x, si x, € 1,5 .
Prof. Ion Dumitru Pistrild, OL CS 2006
Solutie: Din log, (5 - 3x) =log, (2x - 1) =y deducem imediat:

27" 437 =7 ; evident, functia f:R >R, f(y)=2""+3"" este strict
crescdtoare si astfel, dacd ecuatia are solutie, aceasta este unicd.Acum,
folosim notiuni intuitive de continuitate, proprietate pe care f o are.
Deoarece f(0)=5<7,f(1)=13>7, ecuatia are solutie;chiar mai mult,

pentru g(x) =log, (5—3x)—log,(2x—1) avem g(l)g(§)<0. O
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X.134 Determinati progresiile geometrice de numere naturale

n
k
(a, )nZO pentru care suma Zak -C

. este patrat perfect pentru orice n
k=0

natural.
Prof. Lucian Dragomir, Shortlist ONM, 2004

Solutie: Deoarece (an) este o progresie geometricd, avem cd existd
H n=0

reN’ incat a, =a,-r"" si :
N" astfel incat a, =a, - 7" si astfel avem

n

n
Z a,-Ct=..=a, ~(r + l)n care trebuie si fie patrat perfect, pentru
=0

orice n natural. Daca n este numar par, este necesar sa avem
2 . . v . . .
a, =x",x € N"(sisuficient ?) ; daca n este impar, puteti finaliza ?

X.135 Fie A= {1, 2,3,4, 5} . Sa se determine numarul functiilor

f 1 A— Acu proprietatea cd nu existd numere distincte a,b,c € A astfel

incat f(a)= f(b)= f(c).
Concurs lagsi, 2004

Solutie: Credem cé este mai usor sd numaram functiile pentru care exista
a,b,c distincte cu f(a)= f(b)= f(c)si apoi sa scadem acest numar din
numirul total de functii, care este(evident) egal cu 5°.Deosebim astfel
cazurile: 1) 5 functii pentru care f(a)=f(b)=f(c)=f(d)=f(e)=te A;
2) C!-5-4 functii pentru care f(a)=f(b)=f(c)=f(d)=teAd si
f(e)#t; 3) C.-4-4 functii pentru care f(a)=f(b)=f(c)=ted si
f(d)#t,f(e)=t . Avem asadar 5+100+800 astfel de functii, deci
rezultatul cerut este 2220. O
X.136 Un triunghi ascutitunghic ABC este inscris in cercul de centru O,
D este simetricul lui C fatd de O, iar I este centrul cercului inscris in
triunghiul ABC.Sa se arate cd patrulaterul ADBI este paralelogram daca si
numai daca triunghiul ABC este echilateral.

Prof. Nicolae Musuroia, Baia — Mare
Solutie: Consideram afixele corespunzétoare unui reper cu originea in O
si astfel avem: A(a), B(b),D(—c),1(i) .Evident, ADBI este paralelogram
dacd si numai dacd a+b=—-c+i<i=a+b+c=h(afixul ortocentrului
H) , adicd I = H < triunghiul ABC este echilateral. []
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X.137 a) Si se arate cd 2" > x, pentru orice x € R.
. X
b) Si se rezolve ecuatia x +2" = -

Prof. Adrian Troie, Sorin Rdadulescu, Bucuresti
Solutie: a) Pentru x <0 inegalitatea este evidentd; pentru x € [0,1] , avem
2*>2% =1>x (pentru x =1avem inegalitate clari); pentru x >1avem
222 =14 [x]> x; b) folosind a) deducem:
! 1 .
x+2° >2x:%>2x, de unde 2* <E:>x<—1<O.Acum, ecuatia

2x

conduce la x = <0=2">1= x>0, contradictie, asadar ecuatia

x

nu are solutii. []
X.138 La un turneu de sah oricare doi participanti joacd o singurd
partidd.Dupd ce au jucat cate doua jocuri, 5 participanti pardsesc
competitia.La finele turneului s-a constatat cd numarul total de partide
jucate este egal cu 100. Cati sahisti au participat initial la turneu ?
Olimpiadda Moldova, 2007

Solutie: Presupunem cé cei 5 jucatori au jucat m partide cu jucétori care
au jucat pana la sfarsit ( deci avem m partide in care exact un jucétor care
ulterior pardseste competitia participa). Asadar m <10 (cand oricare doi
dintre cei 5 nu au jucat intre ei) si m > 5, atunci cand joaca doar intre ei.
Dacd n este numirul de jucdtori care au terminat turneul, avem
Cl+m=100 sau 90<C:<95 sau 180<n’-n<190 , de unde
n =14 .Asadar initial au fost 19 participanti. []
X.139 Pe un cerc se fixeazd n + 3 puncte distincte( # >3 ), dintre care n
se coloreaza cu rosu, doud se coloreazd cu galben si unul cu albastru. Sa
se determine:
a) numdrul poligoanelor monocolore;
b) numarul poligoanelor bicolore;
¢) numadrul poligoanelor tricolore.

Prof.Vasile Pop, Cluj — Napoca, Concurs 2008
Solutie:a) Poligoanele monocolore sunt formate,evident,din puncte
rogii(oricare 3 sau mai multe puncte rosii formeaza un poligon
monocolor)Numaérul total cerut este astfel egal cu:
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ZCf -C'-C'-C?=2"-1-n—- n(nT—l) ;  b)numarul poligoanelor

k=0
bicolore este egal cu 3(2” -n-— 1) + (2" - 1) +1, unde primul termen

reprezintd poligoanele formate din cel putin doua varfuri rosii §i un varf
de altd culoare, al doilea termen reprezintd numarul poligoanelor formate
din cel putin un varf rosu si doud galbene, iar al treilea termen reprezinta
triunghiul format cu varfurile galbene si cel albastru. []

Clasa a XI-a
X1.131 Si se arate cd pentru orice matrice 4, B € M, (C), avem
%[det(A +iB)+det(4—iB)| =det(4) 1.

Cosmin Istodor, student, Timisoara
Solutie: Se considera polinomul

P(X)=det(A+ XB)=X>—(TrA)X +det 4 si se calculeazi
P(i)+ P(—i) .0
XI.132 Sa se arate cd existd un sir (a,) _, de numere reale cu
. . . 1
proprietatea ca a,,; =+/a, +&,Vn>1, daca si numai daca o > s

Prof. Marina Constantinescu, Tismana

1 .
Solutie: Presupunem cd « < 7 s (an )n>1 Cu a,,; =+/a, +a,Vn=1,de

[ 1 _ T3
unde a,,; =+/a, +a <,|a, 7 <\a; =|an|=an,Vn22(deoarece

a, >0,Yn>2).Avemastfel ci (a, ) _, este descrescitor si mirginit,

adica este convergent ;dacd /= lim a, € R, prin trecere la limitd in relatia
n—>0

de recurenta, deducem : I>-1-a=0.Cum A=1+4a <0 ,avem :

.. . 1 . )
/ ¢ R, contradictie.De remarcat ca pentru o > 7 putem considera sirul

1++1+4a

constant a, = T ,n > 1, care verifica relatia data. []
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1 0 a
X1I.133 Se considera multimea M =3 A=|b 1 0||a,b,ceZ
0 ¢ 1

a) Sasearatecidacd AeM si A-A'eM ,atunci A=1;.

b) S se determine inversa matricei (A — 15 )2 ,stiindcd 4e M nu

este inversabila.
c) Sa se demonstreze ca pentru orice matrice X e M cu detX =0

multimea {(X -3 )n

ne N} este finita.

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea
Solutie: a) A-A' eM =a=b=c=0=A4=1;; b) det4=0=>a,b,ce{-11}
si se obtine imediat cd inversa cdutatd este /,—A ; c) pentru orice
XeM cudetX=0, cunotatia Y=X—1,, avem: YV’ =—[, =Y’ =1,,

asadar multimea considerati este {13,Y YLy vty 5} , deci este finitd. [

2 2a b+c
X1.134 Se considerda matricea A=|2 2b c+a |,unde a,b,ceR,
2 2¢c a+b

distincte doua cate doua.
a) Sase determine rang A.

b) Sa se arate cd existd matricele B,C € M;(RR) astfel incat

A=B+C si det(B+C)=detB+detC.

c) Sase demonstreze ca daca a+b+c =3, atunci orice solutie
a

. . e o . 1
(x0-¥0-29) asistemului AX =| b | verificd relatia xq + yo + 2o =
c

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea
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Solutie: a) det 4 =...=0si existd un minor de ordinul 2 nenul, rezulta

2 00 0 2a b+c
rangA=2;b)de exemplu, B={2 0 0[,C=|0 2b c+a |satisfac
2 00 0 2¢ a+b

conditiile din enunt ( verificare ! ); ¢) adundm cele trei ecuatii ale
sistemului si folosim ipoteza. []

XI.135 Fie (an )n>1 o0 progresie aritmetica cu ratia » >0 cu proprietatea

ca intre oricare doi termeni consecutivi ai progresiei exista exact un
numar natural. Atunci » =1.

Prof. Mircea Constantinescu, Tg-Jiu
Solutie: Din enunt se deduce ca intre «, si a,,, existd exact n numere

naturale, adicd n—1<a,,, —a; <n+1,YneN" sau

_lgrgn+1

n n
limita pentru n — co obtinem »=1. O

n .
—1<r-n<n+l,VneN' < ,Vn e N* Prin trecere la

X1.136 Se di sirul de numere reale definit prin
x,>0,x,,, =x,+4/x,,Vn=>1.Sa se calculeze:

a) llm nx,; b) hm\/j ;C) hm

-’
Concurs Brasov, 2008
Solutie: a) Avem imediat ca sirul este strict crescator(justificati!), deci are
limita / € R ;presupunand ca limita este finitd, prin trecere la limita in
relatia de recurentd obtinem /=0, contradictie cu stricta monotonie,

¥y

n

agadar /=00 ;b) llm\/— = lim 21 = lim

n—0 x n—0

=1;¢)culema

Cesaro-Stolz avem:

lim 2 = Jim 21— VI i Nt N
n—-wo p n—»o 2I’l+1 aoozn_{_l n—m
J— 1 1
hm hm 11m =—.01
2n~>oo Ix » ,n 271430 fx " [ 2n~>oc n+1 i 4
x”l
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X1.137 Fie 4 si B doud matrici patratice de ordin ne N,n>2, cu

proprietatea cd existi o € R", astfel incat a-A4-B+A+B=0,.Sise
aratecd A-B=B-4.

Prof. Ciprian Cdlin, Resita
Solutie: Din - 4- B+ A+ B =0, deducem imediat

@’ A-B+a-A+a-B+1,=1, , ,
, asadar a4+ I, este inversabila, cu

=(ad+1,)(aB+1,)=1,
inversa B +1,,deunde (aB+1,)(ad+1,)=1,siapoi
=(ad+1,)(aB+1,)=(aB+1,)(ad+1,)
= a’AB=a’BA= AB=BA
XI.138 Fie f:[0,1] > R o functie continui in x, =1 si care are
proprietatea ci f(x) = f(x* —x+1),Vx e [0, l] . Arétati ca feste
constanta.

Olimpiadd locald Olt, 2008
Solutie: Considerdm sirul (x, ) _ definit prin x,=x¢€[0,1], x,,, =x,” —x, +1,

VneN. Se aratd imediat cd sirul este crescdtor si, inductiv, cd este
marginit, deci girul este convergent; se obtine apoi cd limita sa este 1.
Relatia din ipoteza se poate acum scrie:

SO =f(x)=1(x)=..=f(x,),VneN si Vxe[O,l]; deoarece limita sirului
este 1, iar f'este continud in x =1, deducem ca:
f(x)=fQ),vxel0,1]. O
X1.139 Determinati functiile continue f : R — R pentru care existd
k e R astfel incat £(0)=1si f(x)— f(gj =k, VxeR.
Olimpiadd locald Satu — Mare, 2008
X kx X X X
Solutie: =kx+ f| - |=kx+—+f| =5 |=...=k ) —+f| —|.
des 1=k f [ ke B ()= 3 {5

Trecem la limita pentru n — o, folosind continuitatea functiei date in
x=0, ajungem la f(x)=2kx+ £(0). O

Clasa a XII-a
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XII.130 Fie p un numar prim, p>2 si polinomul
f=x3 —(p-2)X - p+1 curadicinile x;,x,,x; €C.

a) Sase determine p stiind ca x12 + x% + x32 este numar natural
divizibil cu 4.

b) Sa se demonstreze ca polinomul f nu poate avea o radacina
dubla intreaga.

¢) Sise determine p stiind ca multimea radacinilor polinomului
f formeaza grup in raport cu operatia de inmultire a numerelor
complexe.

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

Solutie: a) cu relatiile lui Viete ajungem imediat la p=2;b) dacd a ar fi
ridicina dubli, intreagd, am avea f(a)= f'(a)=0; se ajunge imediat la
1-2a’ = p, absurd, deoarece p este numar prim. []
1 In(x" +1)
XII.131 Se considerd sirul (/,,) . definit prin 7, =(j) de,

oricare ar fi ne N*.
a) Sise determine ;.

b) Sasearateca lim/,=0.
n—»0

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

1
Solutie: a) dacd u(x)=In(1+x), avem: /, = Iu(x)u/(x)dx zélnz 2;b)
0
Considerand functia f:(-1,0) > R, f(x)=In(1+x)—x, se
demonstreazd imediat (!) cd f(x) < f(0),Vx >—1, deci

xﬂ

1 1
0<In(l+x") <x",Vxe[0,1] si de aici: 0<7, < | dxij"dx:L.
0 0

X+ n+l

Folosim acum teorema “clestelui”.

XTII.133 Daci P este un polinom de gradul 2008 si
P(k)= %, Vk =0,2008, calculati P(2009).
J’_

* 3k 3k
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Solutie: Consideram Q(X)=(X +1)P(X)— X si deducem imediat ca:
O(X)=a(X —1)(X —2)...(X —2008) ; calculam Q(0) si ajungem la

1
(X +DP(X) =X == (X =X =2)..(X ~2008), de unde

P2009) =228
2010

XI1.134 Determinati functiile f:R — R care admit primitive si
Sx+y)=f()+f()+3xp(x+y), Vx,yeR.
Concurs Galati, 2008

Solutie: Consideraim f(x)=g(x)+x’,xe€Rsi avem astfel ci g admite
primitive;in plus, g satisface g(x+ y)=g(x)+ g(»),Vx,y € R .Fixdm y si
considerdm o primitiva G a lui g, deci:

(G(x+y)—G(x))/ =g(0)=>G(x+y)=G(x)+xg(y)+c , unde c=c(y) este
aici o constantd. Dacd luam x =0, ajungem la c(y)+ G(0)=G(y), de
unde G(x+y)=G(x)+G(y)+G(0)+xg(y); pentru x=1si y variabil
avem de aici: g(y)=G(1+y)-G(y)—G(0), asadar g este derivabild,
deci continud si, deoarece satisface g(x+y)=g(x)+g(y),Vx,yeR ,
deducem(Cauchy): g(x)=kx , unde k este o constantd. Asadar:
f(x)=x"+hkx.
XI1.135 Determinati functiile strict crescétoare f: [0, 1] — R pentru

care <2008 pentru orice n€ N.

j f(x)e"dx

Concurs lagi, 2008
Solutie: Daca existd 7 (0,1) cuf(r) >0, atunci

.1[ f(x)e"dx = j f(x)e™dx + j. f(x)e"dx> f (t)j. edx+ f (O)j e"dx =

nt nt

=f(t)(e——e—J+f(O)[e —lj Prin trecere la limitd pentru n— oo,
n n non

1
obtinem limI f(x)e"dx =00, contradictie. Asadar f(x)<0,Vxe(0,1).
0

Notam acum g=-f , deci g este descrescatoare;daca g(0+0)=0,
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atunci g=0,/=0pe (0,1) ; dacd g(0+o)=/ , atunci existd
ae(0,1) cug(x) 2% , pentru xe€[0,a]  .Deducem ci

L
2

j.g(x)e’”dx > j.g(x)e’”dx > %j‘.emdx =
0 0

0

| .
——|, de unde, prin trecere
n o n

1
la limitd, ajungem la limJ. g(x)e™dx=0o , contradictie.Deci:
n~>000

a<0 ,x=0
f=1 0 ,xe(0,1).O
B>0 x=1

! dez\/g.
V6x—x* -5 3

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: Folosind cunostinte de clasa a [X-a avem, pentru

fRoR, f(x)=—x"+6x-5: f(x)e[3;4] ,Vxe[2;4], de unde:

4
XI1.136 Si se arate ci: 1< .[
2

4
1 1 1
dx €| ——=;—= | .Inegalitatea propusd e acum imediata.
L/f(x) {ﬁ V3 }

XII.137 a) Fie G un grup finit si 4 0 submultime a lui G astfel incat

1 . : .
card(A) > Ecard (G). Demonstrati cd pentru orice geG existd

a,,a, € Aastfel incat g = a,a,.
b) Fie K un corp finit. Demonstrati ca pentru orice x € K , existd
u,v e K astfel incat x =u” +1>.
Concurs Tdrgoviste, 2008
Solutie: a) Fie geG si B= {gaz’1 /a, e A} ; remarca, faptul ca

cardA = cardB si, cum din ipotezd avem card(A)+ card(A) > card(G)
se ajunge la card(A)+card(B)>card(G)=> ANB#J . Asadar

. v . -1 s X, _
existd a, € A care se scrie sub forma ga,” , a, € 4, adicd: g =q,a,.
b) Considerdim Cz{x2 /xeK}; din x> =y*, x,ye K, avem x’ -y’ =0

Cum K este corp finit, el este comutativ si ajungem la (x—y)(x+y)=0,
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de unde x—y=0saux+y=0, asadar C contine ciate un numar din

perechile ~ de  forma  (x,—x),xeK" si pe 0, deci
card(C) > %card (K).Aplicdm acum rezultatul de la a). []

XTI.138 Si se arate ci oricare ar fi numerele reale a si b si n e N*, avem
b b
1
cos” xdx |-| | cos""! xdx |=——(a—b)(sina —sinb).
Jots o |-

Prof.Ciprian Cdlin, Resita

b b
Solutie: Notdm [/, = jcosk xdx . Avem imediat [, = Idx =b-a si

b
I, :Icosxdx:sinb—sina .Apoi deducem /, =$-[k72,(‘v’)keN*,k>l (+).

Avem: I, =%Io =%(b—a):> I-1, =%(b—a)(sinb—sina)
=11, :%(a—b)(sina—sinb) . Pentru k=2,3,........ n+1, inmultim

egalitatile din (*)si ajungemla 7, -1, = %(a —b)(sina - sinb) .0
n+

XII.139 Se considera functia f: (0,00) >R, f(x)=x+Inx. Sdse
arate cd pentru orice x € R, ecuatia f(#) = x are o solutie unici
t = @(x).Sa se arate apoi cd ¢ : R — (0, oo) ,X = @(x) este derivabild si

I+e
5 dx
sd se calculeze [ = J

{1+ g(x)
Olimpiadd locald Olt, 2008
Solutie: Deoarece feste continu si chiar derivabild, cu f”(x)>0,Vx>0,

avem ca f este strict crescdtoare si, in plus, lim f(x)=—o0,lim f(x)=o0;
x—0 X—00

agadar functia este bijectivd, deci ecuatia f(¢)=x are o unicd solutie
t = @(x), iar @(x) este inversa functiei considerate, deci este deasemenea
derivabild. Facem acum schimbarea de variabild
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x=f(y)=dx= f'(y)dy, de unde ]=j
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Probleme propuse
(se primesc solutii pina in data de 20 noiembrie 2009,
nu mai tarziu !)
Nota: Se pot trimite si solutii la problemele propuse in articolele
aparute in ultimele douid numere ale revistei. Respectati cu
strictete normele de expediere, in special scrieti pe plic, jos in
stanga, clasa in care sunteti acum!!

Clasal

I.21. Care este diferenta dintre cel mai mare numar par, scris cu doud
cifre egale si cel mai mic numar impar, scris cu doua cifre diferite?
Inst.Nicoleta Marcu, Resita

1.22. Trei numere se lauda. Primul zice:
- Eu sunt cel mai mare. Am zeci 7, fratioare!
Al doilea numar spune:
- Eu duc in spinare 70 de unitati!
Al treilea numar adauga:
- lar eu sunt format din cinci zeci si 20 de unitati!
Spuneti voi, copii, care dintre cei trei laudarosi este mai mare!
Inst.Nicoleta Marcu, Resita
1.23. Diana a primit culori,
Si-acum deseneaza flori,
Doua mari si vreo trei mici.
Cinci ghivece,
Opt pitici.
Nori, vreo zece.
Un bland soare,
Trei copaci
Si vreo unsprezece maci.
Cate lucruri are ea,
in desen?
Puteti afla?
Inst.Nicoleta Marcu, Resita
1.24. Adauga la cel mai mare numar par scris cu o cifrd vecinii sai. Cat ai
obtinut?
Inst. Mariana Mitrica, Resita
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L.25. Daniel are 10 CD-uri.El 1i imprumutd lui Andrei 3 CD-uri si lui
Alex tot atatea. Cu cate CD-uri ramane Daniel?
Inst. Mariana Mitrica, Resita

1.26. Ma gandesc la un numar.il micsorez cu 35 si obtin risturnatul
acestuia.La ce numar m-am gandit?
Inst. Mariana Mitricd, Resita

1.27. Familia Savu are trei copii;Amalia,Bianca si Carolina.Fiecare dintre
fete mananca in fiecare dimineata cate un iaurt.Cate iaurturi ménanca intr-
0 saptdmana copiii familiei Savu?

Carolina Savu, elevd, Moldova-Noud
1.28. Amalia primeste luni de la parinti 5 lei si apoi, in fiecare zi a
saptamanii, primeste cu un leu mai mult decat in ziua precedenta.
a) Cati lei primeste Amalia vineri ?
b) Daca luni este chiar 14 septembrie, cati lei strange Amalia pana la
sfarsitul lunii septembrie, daca nu cheltuieste niciun leu ?

Carolina Savu, elevd, Moldova-Noud

1.29. Bianca are 8 ani, sora ei Amalia este cu 4 ani mai mica, iar sora lor,
Carolina, are cu 5 ani ani mai multi decat Amalia.Peste cati ani cele trei
surori vor avea, impreuna, 30 de ani ?

Carolina Savu, elevd, Moldova-Noud

1.30. Amalia are o colectie formata din 36 de servetele rosii, 28 de
servetele galbene si 19 servetele verzi. Cate servetele are Amalia dupa ce
ii da surorii sale Bianca cate 5 servetele din fiecare culoare?

Carolina Savu, eleva, Moldova-Noud

Clasa a II-a

I1.21. Dinu a scris pe un carton un numar de o cifra, apoi a mai adaugat o
cifrd in dreapta acestui numar. Din numarul astfel format a scazut 15,
obtindnd 63. Care a fost numarul initial?

Inst. Niculina Bobescu, Resita

I1.22. Un bilet de intrare la cinematograf costa pentru un adult 9 RON, iar
un bilet de copil este cu 4 RON mai ieftin. Cati lei(RON) plateste un tata
care intra la cinematograf cu cei trei copii si sotia lui?

Inst. Niculina Bobescu, Resita
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I1.23. Un grup de fete dintr-o clasa a strans 18 kg de musetel si cu 9 kg
mai mult tei. Grupul de baieti a strans 15 kg de musetel si cu 7 kg mai
putin tei.Care grup a strans mai multe plante i cu cat ?

Inst.Neta Novac, Resita

11.24. Alina gi-a propus sa rezolve 65 de probleme in 6 zile astfel : in
prima zi sa rezolve 8 probleme, in urmatoarele zile cu cate una mai mult
decat 1n ziua precedenta, iar restul in a sasea zi.
Cate probleme a rezolvat in ultima zi ?

Inst.Neta Novac, Resita

II.25. Ana are 21 bomboane, iar Maria cu doua bomboane mai multe.
Paul are tot atatea cat au cele doua fete la un loc.Numarul bomboanelor
lui Cosmin este egal cu diferenta dintre 99 si suma dintre numérul
bomboanelor celor trei copii. Cate bomboane are Cosmin?

Inst. Elena Crista, Resita

I1.26. Care este numarul casei Mariei, daca stim ca este scris cu trei cifre
consecutive, suma cifrelor este 18, iar suma zecilor si unitatilor este 13 ?
Inst. Elena Crista, Resita

I1.27. Scrie toate numerele care se pot forma cu ajutorul cifrelor 5, 7 si 0,
luate o singura data.Cate numere ai obtinut?
Inst. Mariana Mitrica, Resita

I1.28. O familie are patru copii: Anca, Dani, Sorin si loana.

Anca este mai tinara decat Dani, dar mai mare decit Sorin.loana s-a
nascut Tnaintea lui Sorin, dar este mai mica decat Anca.

Care este cel mai mare dintre frati? Dar cel mai mic?

Inst. Mariana Mitricd, Resita

11.29. Gasiti doua numere care au suma egald cu 18, stiind cd unul dintre
numere este de cinci ori mai mare decat celalat.

Anisia Popa, elevd, Caransebeg
I1.30. M-am gandit la un numar .Dacd i-am adunat numarul 29, am
obtinut un numéar format din opt zeci si sapte unitati.
La ce numar m-am gandit?

Inst.Neta Novac, Resita
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Clasa a IlI-a

IIL.21. Care este treimea jumatatii numarului 300?
Inst. Niculina Bobescu, Resita

I11.22. La un concurs au fost impartite 49 de carti. Daca fiecare castigator
a primit doud carti de poezii, doud carti de povesti si trei culegeri de
probleme, cati copii au cagtigat concursul?

Inst. Niculina Bobescu, Resita

I11.23. Ana are doud surori. Una are 19 ani, cealaltd cu 5 ani mai putin,
iar Ana are cat aveau surorile ei Impreuna acum 5 ani. Cati ani are Ana?
Inst. Niculina Bobescu, Resita
I11.24. intr-o lada sunt 30 kg struguri.
Cate kg vor cantari 10 1azi goale daca lada plina are 32 kg?
Inst. Mariana Mitricd, Resita

II1.25. Calculeaza triplul sfertului numarului lunilor dintr-un an.
Inst. Mariana Mitrica, Resita

II1.26. Patru carti de acelasi fel costa 28 lei.
Ce rest primeste Denis de la 100 lei daca el cumpara noua carti?
Inst. Mariana Mitricd, Resita

IT1.27. Bunicul are 48 animale. Jumatate sunt oi, un sfert sunt vaci, 3 sunt
porci, iar restul sunt capre. Cate capre are bunicul?

Inst. Elena Crista, Resita
I11.28. intr-o livada erau meri, peri si ciresi. Impreuna, meri si peri erau
573, meri §i ciresi erau 666, iar peri §i ciresi erau 757. Cati pomi de
fiecare fel se aflau 1n livada?

Inst. Elena Crista, Resita
II1.29. Suma a trei numere este 1000. Care sunt numerele daca suma
primelor doud este 809, iar a ultimelor doud cu 122 mai mica decét
aceasta?

Inv. Ana Modoran, Resita
I11.30. Sa se afle diferenta stiind cd descazutul este suma dintre cel mai
mare numadr impar de 3 cifre distincte cu cel mai mare numar par de 3
cifre, iar scazatorul este cel mai mic numar natural scris cu 3 cifre
distincte a caror suma este 4.

Inv. Ana Modoran, Resita
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ClasaalV-a

IV.150. Cate fulare se pot cumpara in loc de un palton, stiind ca: un

palton costa cat 10 camasi, 5 camasi costa cat un costum, 2 costume costa

cat 5 perechi de pantofi si10 perechi de pantofi costa cat 100 de fulare.
Inv. Elisaveta Vlddut, Resita

IV.151. Micsorand cu 10 triplul unui numar natural, se obtine un numar
natural mai mare cu 100 decat dublul numarului initial.Care a fost
numarul initial?

Inv. Elisaveta Vlddut, Resita

IV.152. Intr-o ferma sunt 10500 animale. 2000 sunt porci, cu 135 sunt
mai multe vaci, oi cat porci si vaci la un loc. Restul sunt capre.
a. Cate capre sunt la ferma?
b. Daca porci ar fi pe jumatate din cati sunt, atunci cate capre ar fi?
c. Presupunand ca o cincime din numarul vacilor aduc pe lume céte doi
vitelusi si restul cate unu, afld cate bovine ar fi in ferma.

Inst.Cristina Ardeleanu, Resita

IV.153. Un elev economiseste bani pentru o excursie. Dacd ar depune
lunar la CEC cate 80 lei, 1i mai lipsesc la data stabilitd 40 lei, iar daca ar
depune Ilunar cate 100 lei, ar strAnge suma necesard cu 2 luni mai
devreme. Care este costul excursiei?

Inv. Elisaveta Viddut, Resita

IV.154. Sa se afle un numar natural de 4 cifre distincte, stiind ca daca-i
asezam In fatd cifra 8, obtinem un numdr de trei ori mai mare decat
numarul ce s-ar obtine din numarul initial cu cifra 6 asezata la sfarsit.

Inv. Elisaveta Viddut, Resita

IV.155. Pentru a transporta o cantitate de nisip, necesard pe un santier,
sunt necesare 10 camioane de 18 t. Intrucat firma de transport dispune
doar de camioane de 15 t si de 9 t, sd se afle:
a) Cate camioane de 15 t sau cate de 9 t ar fi necesare pentru
transportarea nisipului?
b) Cate camioane de 15 t si 9 t se vor trimite pentru a duce nisipul
intr-un singur transport, stiind ca sunt doar 5 camioane de 9 t?
Inst.. Elena Crista, Resita
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IV.156. intr-o cutie sunt bile de trei culori: rosii, galbene si negre. Numai
54 din ele nu sunt negre si numai 63 din ele nu sunt rosii. Numarul bilelor
rosii este de doud ori mai mic decat numarul bilelor negre.Cate bile de
fiecare culoare sunt in cutie?

Inv. Elisaveta Viddut, Resita

IV.157. Calculand suma unor numere, Denis a obtinut cel mai mic numar
scris cu patru cifre.inmultind aceleasi numere, a obtinut produsul 41.
Care sunt numerele?

Inst. Mariana Mitrica, Resita

IV.158. Raluca si-a propus sa lucreze in vacanta de vara cate 5 probleme
zilnic.Rezolvand céte 7 probleme pe zi, ea a reusit sa termine culegerea
cu doua saptamani mai devreme.Cate probleme are culegerea?

Inst. Mariana Mitricd, Resita

IV.159. Alin cumpara o culegere si 4 caiete. O culegere este de 6 ori mai
scumpa decét un caiet si costd cu 15 lei mai mult. Cati lei a cheltuit Alin ?
Inv. Ana Modoran, Resita

Clasa a &a

V.150 Determinati numerele de forma abc stiind ca abc + abc =138
Prof. Otilia Bejan, Resita

V.151 Determinati numerele naturale x,y,z pentru care avem:
22x+22y+1+22z+2 =112
Prof. Otilia Bejan,Resita

V.152 Aflati cel mai mare numdr natural n de trei cifre pentru care
a,=1+2+2"+2°+...+2" este divizibil cu 7.
Prof. Otilia Bejan, Resita

V.153 Aritati ci numirul a =13""" se poate scrie ca sumi a doui pitrate

perfecte, iar numarul b=9>""

perfecte.

se poate scrie ca sumd a doud cuburi

Anca Ciobanu,elevd, Resita
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V.154 Aratati ca numdarul
A=1-243-4+5-6+7-8+...42007-2008 +2009-2010
este divizibil cu 10.

Prof. Marius Sandru,Resita

V.155 Daci a, b, ¢ sunt numere naturale pentru care 2a+b+c =55 si
3a+2b+c =286, calculati Sa+4b+c.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

V.156 Ordonati crescitor numerele: a =3, h=2"", ¢=3".
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

V.157 La un concurs de cunostinte generale se primesc 4 puncte pentru

un raspuns corect si se pierde 1 punct pentru un raspuns gresit. Dupd 50

de intrebari, Rdzvan are 0 puncte. Cate raspunsuri corecte a dat Razvan?
OJ Gorj, 2000

V.58 Aritati cd dacd 2n+1 si 3n+1,neN sunt simultan pétrate
perfecte, atunci n este multiplu de 5. Dati un exemplu de numar natural
nenul n pentru care 2n+1 i 3n+1 sunt patrate perfecte.

Prof. Dorel Mihet, Timisoara

V.159 Ariatati ca 3‘(% + b) & 3‘(b_a+ 2a)
Prof. Camelia Badoiu, Turnu Magurele

Clasa a VI-a

VI1.150 Determinati numerele prime a,b,c pentru care a® +b* +¢ =80
Prof. Otilia Bejan, Resita

V1.151 Determinati numerele naturale a si b pentru care 2° +3" = 244,

Prof. Marius Sandru, Regita
12x* +18y°

35xy
Prof. Marius Sandru,Regita

VI.152 Daci x,y e N", =§, calculati B =

<=
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VI.153 Aritati cd nu existd numere naturale a si b pentru care
3a* +5b =77
OL Botosani, 2009

VI1.154 Determinati ultimele doud cifre ale numéarului
A=3+3+3 +.+3%7 432
OL Botosani, 2009
VI1.155 Daci a, b, ¢ sunt numere naturale pentru care 2a+b+c=13" si
3a+2b+c =16, studiati dacd 4a +3b + ¢ poate fi pitrat perfect.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

VI.156 Determinati numerele intregi a, b, ¢ pentru care
a+b b+c c+a

2a+1 2b-5 2c+4
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

3a+bc=0 si

VIL.157 Fie [AB] un segment dat. Aratati ca oricare ar fi M e(4B),
exista o infinitate de perechi de puncte (P,Q) astfel incat perimetrele

triunghiurilor PAM si QBM sa fie egale.
Prof. Petre Simion, Bucuresti

VI.158 La un cerc de matematicd profesorul are pregitite 3n+9
probleme pe care le Imparte iIn mod egal celor 2n+2 elevi (neN).
Aflati numarul elevilor prezenti la cerc, stiind ca acesta este mai mare
decét 10.

OJ Constanta, 2000

VI1.159 Se di numairul T =abc scris in baza 10, unde a,b,c sunt cifre
nenule. a) Demonstrati ca suma resturilor Impartirii numarului 7 la a, b,
respectiv ¢, este mai mica decat 24;
b) Demonstrati ca suma resturilor impartirii numérului 7 la a, b,
respectiv ¢ , nu poate fi egald cu 23.
OL Botosani, 2009
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Clasa a VII-a

VII.150 Determinati cel mai mic numdr natural »n pentru care

1 < 11-+/105
n 2 '
Prof. Loreta Ciulu, Resita

VIIL.151 Demonstrati cé:

i+i+i+...+ nt2 l+l+l+...+l <2,VneN,n=2
1.2 2.3 3.4 n(n+l) \2 3 4 n

OL Botosani, 2009

2010 2008
OL Botogani, 2009

VIIL.152 Determinati n € Z pentru care (n — 2008 + 2= 2010] eZ

VII153 Se considerd multimea A4 ={1,2,3,...,96} . Aritati c pentru orice

x€ A, exista y e A astfel incat restul impartirii lui x-y la 97 sé fie 1.
0OJ lasi, 2000

VIIL.154 Aritati ca nu existd numere naturale a si b pentru care numarul
A=4"+4"+2%+2" + 2" este patrat perfect.
OJ Alba, 2000

VII.1SS Se  considerd un  trapez  ABCD in  care
AB//CD, AB=a,BC=b,CD=c,DA=d, AC=m,BD=n si
m® +n* =(a+c)’. Demonstrati ci:
a) AC L BD; b) ac<bd .
Prof. Sorin Peligrad, Pitesti

VIL.156 Studiati natura patrulaterului convex ABCD in care P este
mijlocul lui (BC), Q este mijlocul lui (CD), APNBQ={R}, AR=4-RP
si 5-RO=3-BQ.

Prof. Vasile Serdean, Gherla
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VT +24n _
27 -n

RMT 2000

VII.157 Determinati numerele naturale » pentru care Z

VII.158 Aritati cd nu existd niciun numdr rational x astfel incat
X +2x-1=0.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

VIIL.159 Pe laturile triunghiului oarecare ABC cu m(£BAC)<60°, se
construiesc n exterior triunghiurile echilaterale ABM si ACN. Se
considerd punctul S astfel ca ANSM sa fie paralelogram. Demonstrati ca
triunghiul BSC este echilateral.

OL Botosani, 2009

Clasa a VIII-a

VIIL.150 Volumul unui paralelipiped dreptunghic este 1 cm’ . Aritati ci
marindu-i fiecare dimensiune cu 1 cm, volumul noului paralelipiped este
cel putin 8 cm’ .
Red. RMCS
VIIL.151 Arétati ca pentru orice m € N, existd numerele naturale n, a, b,
c astfel incat: 169" +13" =a’ +b” + .
GM 1999

VIIIL.152 Daci numerele naturale a, b, c satisfac a® =b> + ¢, aritati ci:

be N GM 1999

a+b+c
VIII.153 Pe perpendiculara in 4 pe planul triunghiului ABC, dreptunghic
in A4, se ia punctul M astfel incait MA=m . Se noteaza

AB=c,BC=a,CA=b si se considerd punctele oarecare P, O, R si S pe
dreptele AB, AC, MB, MC. Demonstrati ca:

1 1 I .1 <1 1
R

RO* m’
Prof. Constantin Apostol, Rm.Sdrat
VIII.154 Determinati numerele reale x si y pentru care:

JG=x)2x—y) +/(x+ y)(3-2x) =4
OJ Dambovita, 2000
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VIIL.155 Pitratul ABCD si triunghiul echilateral ABE sunt incluse in
plane distincte. Se considerda punctele M,N €(AB) astfel incat
AM = MN = NB si se noteazd cu G, respectiv F' centrele de greutate ale
triunghiurilor BEM si ADN. Demonstrati ca F'G / /(CDE).

OL Botogani, 2009
VIII.156 Determinati perechile (a,b) de numere intregi care verifica

egalitatea: 2(a+b) +3(a+b)+ab+4=0.

Concurs lasi 2009
VIII.157 Se considerd un tetraedru regulat cu muchia de lungime 3, iar
pe suprafata acestuia se considera 37 de puncte.Aratati ca printre aceste
puncte exista doud astfel incat distanta dintre ele este cel mult egald cu 1.

Concurs lagi 2009
VIIIL.158 Fie triunghiul echilateral ABC si punctul D situat pe latura
(AC). Bisectoarea unghiului £A4BD intersecteaza paralela prin 4 la BC in
punctul E. Aratati ca: AE + DC = BD.

Prof. Cristian Lazar, lagi

VIIIL.159 Fie triunghiul 4BC si punctul D situat pe latura /BC]. Aritati
cd: AB-DC+ AC-BD>AD-BC.

Concurs lasi 2009

Clasa a IX-a

IX.150 Spunem cd o multime A de numere reale strict pozitive are
proprietatea (P) daca orice element al sdu este media geometrica a doud
elemente distincte ale lui M.
a) Aratati cd exista cel putin 2009 multimi care au proprietatea (P);
b) Demonstrati ca nu exista nicio multime cu 2009 elemente si care
are proprietatea (P).
Prof. Gabriel Popa, lasi
3x+ 3} _3x+1
4 2

Prof.Antoanela Buzescu, Caransebeg

IX.151 Rezolvati ecuatia: [3x4+ 1} + [

IX.152 Aratati cd in orice triunghi ABC dreptunghic in 4 avem
inegalitatea: (4B~ AC)’ (BC* +44B- AC) <2BC".
Baraj juniori 2009
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IX.153 Determinati toate functiile monotone f:R — Z care satisfac

simultan conditiile:
a) f(x)=x,VxeZ;

b) f(x+y)2 f(x)+f(y),Vx,yeR.
Prof. Aurel Barsan, Brasov

IX.154 Fie /:R — Ro functie de gradul al doilea.Aratati cd numarul
elementelor multimii 4={xeR/ f(f(x)) = x}este diferit de 3.
Concurs Brasov, 2009

IX.155 Fie numerele x,,x,.,...,x, € {~1;1} . Daca
XX, + X%, + XX, +...+x,x, =0, aratati cd numdrul n este divizibil cu 4.
Concurs A.Haimovici, 2009

IX.156 O tabld de sah 5x5, cu pétritelele colorate alternativ in alb si
negru, are colturile negre.Pentru fiecare pereche de patratele colorate
diferit, se deseneaza cate un vector cu originea in centrul patritelului
negru si varful in centrul patratelului alb.
a) Cati vectori au fost desenati ?
b) Calculati suma tuturor vectorilor desenati.
Concurs A.Haimovici, 2009

IX.157 Determinati n € N" pentru care existi o multime AcR cu n
elemente, avand proprietatea ca: a(b3 + 6) < b(a3 + 6) ,Va,be 4

Prof.Gheorghe lurea, lasi

IX.158 Fie a>b>c>d >0 astfel incat a’ +b* +¢* +d’ =1. Aritati ca:
a+b=212c+d.

Prof. Gheorghe lurea, lasi
IX.159 Determinati n € N* pentru care n+3-2" =6".

Concurs lagi 2009
Clasa a X-a
X.150 Aratati cd in orice triunghi dreptunghic are loc inegalitatea
R >1++2
-
OL Arad, 2004
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X+sinx=y
X.151 Rezolvati sistemul de ecuatii: { y+siny =z
z+sinz=x
% % %
X.152 Aratati ca pentru orice ne N,n>2, este adeviratd inegalitatea:
n+l1 1

- >
n

log

n!
% 3k ok
X.153 Dacd a,,a,,...,a,, este o progresie geometrica crescitoare cu
termeni pozitivi, demonstrati c¢i: a,, —a, >11(a, —a).
* %k 3k
X.154 Rezolvati ecuatia: log,” x +2x-log, x + x* +3 =4log, x +4x .
Prof. Ruxandra Georgescu, Timisoara

X.155 Determinati numerele naturale n>3 cu proprietatea: exista
numerele naturale distincte a,,a,,...,a, astfel incat: gl a,!...-a,_!=a,!
Prof. Bogdan Enescu, Buzdu

X.156 Determinati functiile f:Q — Q cu proprietatile:
a) f()=2;
b) f()=f(x)f() - fx+y)+1,Vx,yeQ

Concurs Galati, 2004
X.157 Determinati toate functiile de gradul al doilea care transforma
intervalele [0,1] si [4,5] in doud intervale care au un singur punct comun

si a caror reuniune este intervalul [1,9]

Prof. Cristinel Mortici, Tirgoviste
X.158 O transformare in jocul de rugby inseamnd trimiterea balonului
oval printre doud bare verticale, numite buturile 4 si B. Locul in care se
ageaza balonul in vederea transformarii poate fi ales oriunde pe

perpendiculara in C € 4AB,C eE[AB] , pe linia buturilor 4B. Pentru a-si

mari sansele de reusita, executantul loviturii va alege un punct D pe
aceasta perpendiculard astfel incat unghiul X4ADB sa fie maxim. Daca

AB=5,6 m, BC=16,9 m,iar Be(AC), calculati distanta CD.
Concurs A.Haimovici, 2009
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X.159 Se considerd functiile f,g:R >R, f(x)=ax+b,g(x)=bx+a .

Pentru ce valori ale numerelor reale a si b, graficele functiilor
fogsigo f sunt doua drepte paralele distincte?

Concurs A.Haimovici, 2009

Clasa a XI-a
XI.150 O matrice 4eM,(R) se numeste nilpotentd dacd existd
1
k e N" astfel incat 4" =0, . Aritati cd matricea B:[ ) J nu este

nilpotentd, dar se poate scrie ca o suma finitd de matrice nilpotente
distincte.
k ok ok

XI.151 Determinati numerele naturale x, y, z stiind cd triunghiul
determinat de punctele A(x,y),B(y,z),C(z,x) are aria egald cu 5 iar

centrul de greutate al triunghiului este punctul G(2,2).
OL Caras — Severin, 2008

XL.152 Se considerd sirul (x,)  ~definit prin x, e(O,%j si

x,—3x,°,Vn>1. Ardtati cid sirul considerat este convergent,

n 2

X

n+l

precizand limita sa, apoi calculati lim#-x,.

n—o

OL Constanta, 2008
XI.153 Se considerd sirul (x,) _ definit prin x =2, x,

+1

1
=x,+—,Vn21.
xﬂ
2n

Aratati cd sirul considerat este divergent si calculati lim—;

n—w x
n

OL Galafi, 2008
X1.154 Calculati lim cos? (7[ P+ 2n)

n—>0

OL Gorj, 2008
XI.155 Fie 4eM,(R)astfel incat det4=1r(A4)=1. Determinati céte

elemente are multimea {A”} . *oxox
ne
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X1.156 Studiati convergenta sirului definit prin a, >0 si

2
+4
= ,Vn>1
a,+2

n+l

% % sk

XI.157 Consideram n atleti care participa la o cursd si @, numdrul

termina cursa).
a) Determinati o; si a,;
b) Determinati relatia ce permite aflarea valorii numarului ¢, .
Concurs A.Haimovici, 2009

XI.158 Aritati ci existd doud matrice 4,B e M, (C)cu proprietatea ci

A’ + B* =1, si matricea AB — BA este inversabila.
Concurs lasi 2009
XL159 Fie sirul (x,)  de numere reale definit prin x =1 si

,Vn>1. Aratati cd sirul este divergent.

n
X :X"__
n+l

Prof.Paul Georgescu, Gabriel Popa, lasi

Clasa a XII-a
XII.150 Determinati valorile lui » e N pentru care numérul 41 are un
multiplu de forma ¢ 00...05 , unde a,b sunt cifre zecimale nenule.
n cifre

Prof. Mihai Balund, Bucuresti
XI1.151 Determinati functiile continue f:R — R cu proprietatea cé:
farctgx)=(1+x*)f(x), VxeR.
Prof. Gabriel Mirsanu, lasi
XI1.152 Patru boxeri vor sé-si afle greutatea folosind un cantar care nu
poate cantdri mai putin de 100 kg, astfel cd urca pe cantar doi cate doi.
Alexandru si Cétélin au impreuna 142 kg, Catalin si Gabriel au impreuna
182 kg, Gabriel si Lucian au impreuna 184 kg, iar Lucian si Alexandru au
impreund 144 kg. Sunt suficiente aceste informatii pentru a afla cat
cantareste fiecare boxer?
Concurs A.Haimovici, 2009
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XII. 153 Se considerd un grup comutativ (G,-) cu cel putin trei elemente.

Fie a si b doud elemente distincte ale grupului, diferite de elementul
neutru. Determinati functiile injective f:G — G cu proprietatea ca:

f(af (x)y)=bf (), Vx,y€G.
Prof. D.M.Bdtinetu-Giurgiu, Bucuresti

1 1
XII. 154 Se considerd functia f:R\{-1,0} 5> R, f(x)=x’ -[e~“ — el j )

Calculati: a) limitele laterale ale functieiin x, =0;
b) limitele laterale ale functiei in x, =—1;
¢) lim f(x).
o k sk ok
XII.155 Se considera sirul definit prin @, >0 si a,,, =In(1+a,),Vn=>1.

a) Calculati limita girului considerat;
b) Aratati ca: limn-a, =2.

n—o

Concurs G.Moisil, 2008
XI1.156 Demonstrati cd dacd f :(O,oo)—>R este o functie derivabild

pentru care limx- f '(x)=1, atunci lim f(x)=o00.

Concurs G.Moisil, 2008
XIL.157 Fie f:(0,00) —(0,0) 0 functie derivabild si F o primitivd a sa
pentru care F(x)= f’(x)+ f(x),Vx>0. Demonstrati ci f este strict
crescdtoare.

OL Buzau, 2008

XII. 158 Fie (G,) un grup in care aplicatile f,g:G—G,
f(x)=x",g(x)=x"", neN,n>4 sunt endomorfisme. Aritati ci, daci f

este injectiva sau surjectivd, atunci grupul este abelian.
Prof. Gheorghe Andrei, Constanta

XIL 159 Fie /. :(0,00) > R, f, (x) = 228

S a €[0,) .Calculati:

1= f,(x)dx, J = [ f;(x)dx, K:j@dx.
X

Prof. Traian Tamdian, Carei
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Rubrica rezolvitorilor
Punctaje obtinute pentru rezolvarea problemelor din
RMCS nr.28
(in parantezi apare punctajul acumulat pentru concursul revistei,
editia a V-a)

Repetim: Respectati, vd rugdm insistent, regulile de
expediere a plicurilor cu solutii; in special, indicati pe
plic clasa in care sunteti!!!

Clasa a II-a

Liceul Hercules Biile Herculane(inv.Adriana Laitin, inst. Mirela
Bolbotind) Timbota Alexandru Valentin (89), Petcu Alexandru Egon
200(293), Panduru Liviu Dimitrios 106(195), Blidariu Mihai (94),
Grozavescu Andreea Ana-Maria (91), Birlan Florentin (93), Mihalcea
Daniel (95), Vladica Alexandra (95), Staicu Ariana 200(294), Gongu
Cristian (84), Cirdei Bogdan Antonio 100(200), Cionca Flavius Cosmin
100(189), Spataru Livia Karina 100(100).

Scoala Bolvasnita Stirban George 50(50).

Scoala Generala 2 Resita (inv. Florica Boulescu, inv. Mariana
Brebenariu) Ciobanu Elena 200(320) — scris caligrafic superb !!,
Racoceanu Rares 200(200), Maletici Noemi 100(100), Solomon
Denisa 196(196).

Scoala Generala 9 Resita (inst. Costa Moatédr) Borduz Flavius (89),
Voinea Nicoleta (89), Bodnar Emanuela Deborah (92)

Grup scolar Moldova Noua (inv. Anastasia Stroia) Réulea Alina (30),
Cristea Bianca (97), Irimia Loredana 100(176), Harca George Adrian
60(136), lacob Andreea (56), Bolohan Andreea 100(100).

Scoala Generald 1 Otelu — Rosu ( inv. Nicoleta Toader, inv. Nicoleta
Doleanu) Jantu Lucian (70), Jebelean Cristiana (74), Boghian Tiberiu
(50), Borca Delia Ariana (71), Preda Sebastian (74), Meila Denic (80),
Dobre Alexandra (42), Modilca Alin (60), Vetan Denis 100(160),
Baderca Flavius (80), Pop Adrian (50).

Liceul Teoretic Gen.Dragalina Oravita (inv.lldiko Stoenescu, prof.
Aurica Lazarov) Lazarov Andrei 240(340).
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Clasa a IlI-a

Liceul Hercules Biile Herculane (inst.Floarea Kuszay, inv.Camelia
Staicu, inv. Doina Zah) Martuica Ana (98), Laitin Patricia (100),
Bolbotina Gabriel 243(495), Susana Denisa (100), Militaru Antonio
(100), Jircovici Ana-Maria (100), Agafitei Cristian 223(316), Troaca
Andrei 200(363), Agafitei Nichita 223(316), Nicoard Rebeca 200(363),
Bocicéd Cristinel (93), Negoitescu Nicoleta 200(379), Ciobanu Antonia
200(374), Sorescu Valentin 200(382), Dorobantu Maria 200(385),
Stoican Anastasia 200(377), Dancau Maria Ileana 200(385), Ros Maria
210(387)

Scoala Berzasca (inv. Pirvu Tatiana) Puia Roxana Emilia 190(190)
Scoala Bolvasnita Jura Miriam lasmina (20)

Scoala Romul Ladea Oravita (inv. Viorica Totorean, inv. Merima
Velcota, inv.Georgeta Curea) Burcusel Alex (35), Burulea Alexandru (62),
Preda Damir (90), Gherman Oanal08(180), Dumitrascu Bogdan Andrei
(75), Scarlat Sara-Giulia 200(275), Buzdug Ionut 100(176), Nita Cezar
(90).

Liceul Teoretic Gen.Dragalina Oravita (inv. Mirela — Ana Nicolaevici)
Marila Paul 82(161).

Scoala Generala 2 Resita (inv. Aurica Nitoiu) Potocean Aura Teodora
(96).

Scoala Generala 8 Resita (inv. Rodica Moldovan, inv. Corina Nedelcu)
Goian Tudor George 93(178), Bruno Kapros 100(180), Nica Elena
Lorena (63), Chiselitd Mara 100(183), Badea Elia Cristina (60), Surugiu
Dragos Andrei (68), Ciupici Vlad Mihai Jiva (30), Patru Ralph Antonio
(74), Grema Denis (73), Marin Madalin 100(162), Pascal Roxana
110(179)( fiecare problemd pe foaie separatd !!!), Teperdel Darius
70(135), Duca David 100(100). Streng Flavius (65), Cenda Sabina (74)
Scoala Generala 9 Resita (inv. Margareta Filip) Jumanca Patricia (232)
Liceul Pedagogic CD Loga Caransebes (inv. Ion Ritta) Miculescu
Andreea (100)

Scoala Generala 1 Otelu — Rosu (mama) Buta Jana Adina 224(399)
Scoala Generala 12 Decebal Craiova, Dolj (inst. Letitia Lungu)
Prejbeanu Andreea Cristina 140(240).
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ClasaalV-a

Liceul Hercules Baile Herculane (inv.Maria Daria Puschitd) Mircea
Emilian Golopenta (100), Brancu Violeta Petruta (100), Tudor Oana
100(200), Bujancéd Georgiana (100), Barbu Cornel (100).

Scoala Berzasca (inv. Elena Armanca) Banica Mihai Sebastian (86)
Liceul Traian Doda Caransebes (inv. Margareta Stefanuti)

Stanciu Ana — Zaira 97(97)

Liceul Pedagogic CD Loga Caransebes (inst. Mirela Tatar) Boba
Bianca (90)

Scoala Ciclova Romana (inv. Ruja Caragea) Mitreanu Andrei — Mihai
100(100)

Scoala Generala 2 Resita (inv. Ana Modoran) Velcsov Flavia 300(410),
Cioponea Alexandru Mihai (80), Mihai Flavian Andrei 296(396), Gligor
Madadlina Georgiana 300(390), Presnescu Bogdan (100), Murariu
Dumitru Ciprian 296(396), Balean Octavian 294(374), Nicola Elena
Beatrice 300(410).

Scoala Generala 9 Resita (inv. Mariana Mitrica, inv. Angela Adina
Belu) Imbrescu Raluca 215(439), Gherasim Daniel (185), Vladu Andrei
302(472), Soava Daniel Viorel285(580) , Zaharia Flavia Cristiana
306(604), Remo Denis 226(343), Tiganila Ionut Lucian 226(411)..

Scoala Romul Ladea Oravita (inv. Camelia Suru, inv. Rozalia Arnautu,
prof. Maria lancu) Bors Maria (98), Schiopu Alexandra (73), Palade
Teodora (83), Budimir Madalina (98), Caracoancea Timotei (65),
Bradeanu Luciana Florentina 174(306), Drugirin losmin Ciprian (93),
Voin Lavinia 186(229).

Scoala Rusca Teregova Blaj Petru (100)

Liceul General Dragalina Oravita (inv. Livia Cretu) Clepan Daria
Stefania (30), Negru Sebastian 60(120).

Clasa a V-a

Liceul Hercules Biile Herculane (Inst.Alexa Gaita, inv. Doina Zah,
Inv.Diana Grozivescu) Barbu Andrei 40(123), Sulma Patricia 100(200),
Barbu Cristian 58(148), Burcin Andreea 100(200), Nicoara Denisa (90),
Vitavu-Pepa Cilina (90), Ciobanu Romina (98).
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Scoala Berzasca (inv. Ramona Soroceanu) Radovan lasmina (143),
Secobeanu Flavius (60), Bitea Nadin (76), Mogosan Rebeca Sara (143),
Criste Gabriel (96).

Scoala Generala nr. 6 Arad ( inv. Irina Ciule ) Popa [asmina 170(300)
Scoala Bolvasnita (Inst. Mihaela Goant) Stirban Simona (20),

Jura Damarius Catalin (20)

Liceul Traian Doda Caransebes (inv. Elena Minea, prof. Adrian
Dragomir) Szabo Ciprian 100(200).

Liceul Traian Doda Caransebes(inv. Ileana Petrescu) Marco Mihai (70)
Scoala Romul Ladea Oravita(inv. Camelia Suru) Balmez Bogdan (100),
Simu Victor (50) .

Scoala Generala 2 Resita (inv. Elisaveta Vladut, prof. Mariana Draghici,
prof. Mirela Radoi) Popa Radu (30), Mihancea Miruna (90), Lolescu
Bogdan (80), Schinteie Eugen (40), Ciucd Mihai (40), Pinte Ana Maria
(70), Radoi Oana 195(285).

Scoala Generala 9 Resita ( inv. Zora Zecheru) Bélean Vlad (160)

Liceul Gen.Dragalina (inv. Paulina Lapusnianu) Smida Madalina
Georgiana 70(70), Bragoveanu Alex Ionut 100(100).

Clasa a VI-a

Scoala Generali nr.1 Anina ( prof. Marin Constantin Clesiu )

Goia Ana Maria (40), Lupu Ana (40), Borcean Delia (80), Sirghie
Madalina (70)

Scoala Bania ( prof. [ancu Clesnescu ) Andrei Nicu Daniel (90)

Fdrd mentiune de scoald: Stroca Andrei (90), Becia Robert 125(300).
Liceul Hercules Biile Herculane (Prof. Constantin Bolbotind) Popa
Andrei (196),Cirdei Alex-Cosmin 135(331), Urzicd Ionut Sorin
294(386),Cernescu Maria 134(326), Moaga Ducu Alecsandru 380(450),
Stanciu Ana-Maria 305(501), Stanciu Ani 305(501), Grigorie Denisa
Bianca 182(367), Urdes Florin 285(481), Radu Denisa 304(501), Radoi
Flavius (196), Becia Robert 125(300).

Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir, Prof. Janet
Miuta Bocicariu) Iliescu Alexandru 150(385), Jurescu loan Cristian (70),
Nistor Razvan (110), Dodoiu Oana (80), Stoicanescu Petru 90(180),
Neagoe Loredana 125(309), Varga Florina (70), Seracin Ciprian 50(110),
Otet Catalin (30).
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Liceul Pedagogic Caransebes (Prof. Dorina Humita,Prof. Marita
Mirulescu) Semenescu Raluca 100(180), Pelin Anitta 60(90), Nicoara
loana (70), Zamfir Andreea 90(170), Ambrus Patricia (90).

Grup Scolar Moldova Noud(prof.Vasilica Gidea) Chiriac Bianca
60(120), Petraru loana 164(214), Airini Michel 125(225), Cata Alexandra
(80), Darac Alexandra (60), Calusariu Ana Maria (50).

Scoala Generala 2 Resita (prof.Marius Sandru) Neatu Monica 90(190),
Ursul Larisa lasmina (30), Ciobanu Anca 80(130), Vasilovici Camil
20(20).

Scoala Generala 6 Resita (Prof. Susana Simulescu) Alexa Luana Maria
60(170), Hertanu Denisa (130), Vida Octavian (100).

Scoala Generala 8 Resita ( Prof. Mirela Radoi ) Trica Alissia 57(107),
Sanda Mihaela (70), Puscasu Simona 108(168), Stirbu Monica (40), Rus
Daniel 157(257).

Scoala Generala 9 Resita(prof. Irina Avramescu, prof.Vasile Chis)
Stefan Andrei Daniel 40(80), Busoi Natalia 70(120), Boldea Cristina
(80), Gaita Nadine 195(385), Costea Denis-Loren (200), Ananutd Adela
Marina (120), Ciortan Ionut Petru (195), Pupdzan Andreea 50(190),
Muscu Dragos (180), Bochizu Constantin (180).

Liceul Teoretic Traian Lalescu Resita (Prof. Otilia Bejan ) Dolot Doina
Nicole 170(330).

Scoala Romul Ladea Oravita (Prof.Camelia Pirvu) Balmez Andrada-
loana 227(472), Murgu Teodora 200(395), Chirciu Cétélina (120).

Lic. Gen.Dragalina Oravita(Prof.Aurica Lazarov) Tibulca Andrei (60)
Scoala Generalia 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil) Toader Razvan (130),
Pandici Cristian Andrei (50), Tolea Loredana Oana (120), Simescu Larisa
Geanina (90), Buzzi Cristian Alexandru (248), Oprut Raul (80), Szatmari
Larisa Maria 170(385), Bauer Richard (160), Erdei Dorian Emeric (10)5,
Oancea Maria Roxana (60).

Scoala Generald nr.3 Otelu-Rosu (Prof. Felicia Boldea, prof.Daniela
Suciu) Barbu Lidia 167(287), Micsescu Cristian 70(160), Carp Andreea
142(307), Piess Helmuth 95(155), Driagan Alexandra Diana (138), Gherca
Sabrina Marinela (116).

Grup Scolar Otelu-Rosu (Prof. Adriana Dragomir) Lohan Larisa
60(210) , Cretoiu Ionut 60(210).

Scoala Rusca Teregova ( Prof. Sorin Ciucd) Humita Ionela (95), Banda
Ioan Alexandru Ilia 180(300), Stepanescu Alina Iconia 115(218),
Stepanescu Maria 106(284)

Scoala Virciorova (prof. loan Liuba) Banescu Ramona 30(30).
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Clasa a VII-a

Liceul Hercules Baile Herculane (Prof. Constantin Bolbotina, prof.
Marius Golopenta) Sandru Ilie Daniel 240(440), Gherghina Liviu
124(294), Torok Bogdan 283(433), Mihart Georgiana 280(470), Ferescu
Liana 263(448), Croitoru Sabina (140), Domilescu Manuel 270(455),
Terfaloaga Ana — Maria 305(479) .

Scoala Berzasca (Prof. Dana Emilia Schiha) Vulpescu Iulia 210(360),
Velicicu Alina Andreea (150), Vilcu Cosmin (50), Buga loana Mihaela
60(60).

Scoala Bozovici(Prof.Pavel Rincu) Ruva Mihaela (70).

Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir) Domaneantu
Octavian 80(210)

Scoala Ciclova Roméana (prof. Geta Miscoi) Munteanu Andreea 84(84).
Scoala Generald Dalboset (Prof.Pavel Rincu) Motorga Eliza Mirela (50)
Gr. Sc. Moldova Noua(Prof. Zoran Ocanovici)Mereu Madalina (60)
Scoala Generala nr. 6 Resita (Prof. Susana Simulescu) Ciulu Miruna
Dalila 190(420)

Scoala Generala 8 Resita (Prof. Mirela Réddoi) Chiru Cristian 68(158),
Guia Daniel Petru 56(96).

Scoala Generald nr. 9 Resita (Prof. Ion Belci,Prof.Irina Avramescu)
Peptan Andrei Valentin 70(230), Pangica Antonio (160), Munteanu lonut
Valentin 185(395), Valcu Sebastian 100(130), Bercean Bogdan 60(120),
Momin Alexandra 80(80) .

Scoala Romul Ladea Oravita (Prof. Mariana lancu, Prof. Camelia
Pirvu) Gheorghisan Cilin (283), Danild Madalina 283(561), Pirvu Ancuta
Tulia 100(230), Alexa Anca 283(559), Drinceanu loana (120),Traila
Alexandra Iulia (110).

Scoala Generald 3 Otelu-Rosu (Prof. Daniela Suciu, Prof. Felicia
Boldea) Baild Cristina 30(70),Romanu Nicoleta (80), Barbu Daniel
65(145), Preda Cristina (67), Vladu Alina 40(100), Haba Beatrice (67).
Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil, prof. Anisoara Popa)
Stefanescu Andrei 215(455), Rat Laura (40), Trica Alexandru (100),
Manu Cristina (80), Necsa Adina 60(100), Neagu Alexandra (50), Bidilici
Rézvan 60(60).

Grup Scolar Otelu-Rosu ( Prof. Iulia Cecon) Olaru lonut 50(100),
Cilau Maria 50(100).

Liceul Pedagogic Caransebes (Prof. Dorina Humita, Prof. Antoanela
Buzescu) Bivolaru Iulia Malina 110(190), Bazavan Rézvan Alexandru
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(30), Bazdvan Oana Catalina (40), Dinulica Petru Augustin
230(460),Dinulica Septimiu 230(460), Ricda Anda Elena 100(190),
Bogdan Roxana 100(190), Enasoni Lavinia (700, Nica Hermina (60),
Iordache Andreea (30), Popovici Daniel (30), Lala Timotei (60), Jurca
Rebeca (50).

Scoala Rusca Teregova (Prof. Sorin Ciucd) Stepanescu Georgeta (85),
Blaj Ioan (95), Moacd Nicolae (62), Gherga Marinela 102(196),
Codospan Oana (75), Banda Giorgiana Violeta (30), Bosneag Maria —
Ionela (85), Driter loan (65).

Clasa a VIII-a

Scoala Anina(Prof. Marin Clesiu ) Paiu Andrada (60), Bardas Georgiana
Flavia (40)

Scoala Bozovici(Prof. losif Gaind) Vrancea Andreea (80)

Grup Scolar Moldova Noua(Prof. Vasilica Gidea ) Oprea Adelina (70)
Scoala Generald 2 Resita (Prof. Mariana Dréaghici) Teudan Adina
80(220), Draghici Livia Liliana 110(270), Aghescu Monica Elena
70(160).

Scoala Generala nr. 9 Resita (Prof. Irina Avramescu, Prof.Vasile Chis,
Prof. Ton Belci) Peptan Alexandru 70(190), Lazar Silviu loan 120(240),
Popa Ioan Raul 96(96).

Scoala Generald 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil, Prof. Anisoara Popa)
Pop Cristian Ionut (110),Radu Ionela (100), Tustean Patricia 60(160)
Boran Cristian (40), Alexa Alexandra (70).

Scoala Generala 3 Otelu-Rosu(prof.Felicia Boldea) Baila Diana 40(110).

Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu(Prof. Tulia Cecon) Vargatu Alina
(40), Popescu Ana Maria (40).

Scoala Rusca Teregova(Prof. Sorin Ciucd) Humita Ileana 104(104),
Ursulescu Ionela (106), Banda Elisabeta (72), Humita Cosmin Vasile
23(23), Stepanescu Georgeta 116(116) (apare acest nume la mai multe
clase!!l! Este vorba de aceeasi elevd sau de eleve diferite cu acelasi
nume? Anuntati redactia !!! Poate cd e bine ca, pe viitor, elevii din Rusca
Teregova sd indice in parantezd si prenumele ambilor pdrinti...)
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Clasa a IX-a

Scoala Berzasca (Prof. Dana Emilia Schiha) Pétrascu Alin (60),
Dragomir Tonut (60)

Grup scolar Constructii Masini Caransebes (Prof. Carina Corici)
Dumitragcu Andreea (60)

Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Adrian Dragomir) Stoicanescu
Gelu 90(190), Popa Andreea (35)

Scoala Rusca Teregova (Prof. Sorin Ciucd) Codospan Florinela (75),
Blaj Marinela (52), Humita Maria (85), Milu Ionela (30), Stepanescu
Georgeta (106) ( 77?)

Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil), Grup Scolar Otelu —
Rosu Krokos Lorena 80(180),Kuhn Anne Marie (100), Negrei Bianca
(100)

Scoala Virciorova, Lic. Traian Doda (Prof. loan Liuba, prof. Adrian
Dragomir) Maran Marius 40(80).

Clasa a X-a

Liceul Traian Doda Caransebes(Prof. Delia Dragomir, prof. Lavinia
Moatédr) Mocanu loana 52(152), Matei Sergiu 50(93), Szabo Cristian (46),
Paséan Petru 103(103).

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (prof.Marita Mirulescu) Magu
Georgiana 42(42).

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Dorina Humita, Prof.
Antoanela Buzescu) Semenescu Anca 107(194), Timofte Tina 30(30),
Untaru Madalina 30(30), Berdich Adriana 20(20).

Liceul Tehnologic Nicolae Stoica de Hateg Mehadia (prof. Mihaela
Vasile) Costescu Nicoleta 124(124).

Liceul Traian Lalescu Resita (prof. Ovidiu Badescu) Nemes Adina
147(147), Azap Bianca 147(147).

Grup Scolar Otelu-Rosu (Prof. Lucian Dragomir) Duma Andrei Florin
34(91), Tustean Claudiu (17), Buliga Adrian Denis (17), Bugariu Razvan
23(69).

Liceul Gen.Dragalina Oravita (Prof.Mihai Lazarov) Goian Raluca
Madalina (64).
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Clasa a XI-a

Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir, lacob Didraga)
Baneu Petru (47), Zanfir Cristian (148), Bona Petru (42), Prunar Victor
(80), Todor Elena 98(205), Galescu Dan 70(130), Ciuca Cristian Sorin
50(50), Stolojescu Petronela 70(70).

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes(Prof. Antoanela Buzescu)
Marta Marian Sebastian 80(147).

Liceul Traian Lalescu Resita (Prof. Ovidiu Badescu) Mester Sergiu
89(154)

Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu(Prof. Lucian Dragomir) Cococeanu
Oana 63(153), Atinge Carina 86(86).

Liceul Gen.Dragalina Oravita(Prof.Mihai Lazarov)Pricop Romina
60(100).

Grup Scolar Moldova Noua (Prof. Lacrimioara Ziman) Istudor Deian
(57), Vireanu Adelina (20), Calota Bianca (28), Radoicovici lasmina (20),
Harabagiu Dragana Gabriela (20), Puca Alexandra Elena (20), Mina
Nenad Nesa(20).

Clasa a XII-a

Colegiul National Moise Nicoara Arad (Prof. Ovidiu Bodrogeanu)
Adina Vlad (60)

Liceul Tata Qancea Bocsa (Prof.Ioan Todor) Staniloiu Ovidiu 80(200)
Liceul Hercules Biile Herculane(Prof.Constantin Bolbotina) Stolojescu
Anca (115).

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Antoanela Buzescu)
Muresan Ana-Maria 50(100), Muresan Alexandru Ioan 50(100).

Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Lavinia Moatér, Prof. Iacob
Didraga) Balulescu Bianca Veronica (30), Aghescu Alina Mihaela (30),
Turnea Ana-Maria (30), Firan Maria — Mirabela (30), Train Anca 30(30),
Dozsa Cecilia 30(30).

Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu (Prof. Lucian Dragomir) Bugariu
Dan 36(76), Damian Raluca (30).
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